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7. Сед3ма& лекци&, 23 окт&бр& 2021 г.

Основна, цел9 этой лекции — дока)ат9 теорему о факториал9ности кол9ца мно-
гочленов над факториал9ным кол9цом. Ход дока)ател9ства очен9 похо. на дока)а-
тел9ство той .е теоремы дл, кол9ца Z[x], ра)обранное в лекции 5 (теорема 5.19).

Дл, этого нам сначала понадобитс, ввести две технические конструкции: во-
первых, дока)ат9 существование наибол9шего общего делител, элементов в прои)-
вол9ном факториал9ном кол9це. Во-вторых, мы введем конструкци> пол, частных
(пол, отношений) данного целостного кол9ца: эта конструкци, будет обобщат9 по-
строение рационал9ных чисел с помощ9> целых.

7.1. Наибол+ший общий делител+ в факториал+ном кол+це. Пуст9 A — про-
и)вол9ное факториал9ное кол9цо. Напомним, что наибол9шим общим делителем
(НОД) двух элементов x, y ∈ A на)ываетс, такой элемент z ∈ A, который, во-первых,
делит x и y, а во-вторых, дл, л>бого w, дел,щего x и y, элемент w делит z.

Вообще говор,, существование такого элемента надо дока)ыват9. В кол9цах глав-
ных идеалов это следовало и) того, что идеал (x, y) поро.ден одним элементом (это
и ест9 их НОД); дл, факториал9ных колец дока)а)ател9ство в каком-то смысле
проще и бли.е к тому, как НОД определ,лс, в школ9ном курсе алгебры.

Предло;ение 7.1. Дл9 л6бых двух элементов факториал)ного кол)ца A их НОД
существует и единственен с точност)6 до умно.ени9 на обратимый элемент
кол)ца.

Дока5ател)ство. Единственност9 очевидна: если существу>т два НОДа, )начит,
они дел,т друг друга, т.е. отлича>тс, на обратимый мно.ител9. Дока.ем суще-
ствование.

Рассмотрим два элемента x, y. Ра)ло.им их на неприводимые мно.ители. Пуст9

x = pk11 pk22 . . . pkrr ,

y = cpℓ11 p
ℓ2
2 . . . pℓrr ,

где pi неприводимы, а ki, ℓi ≥ 0 (равенство нул> отвечает случа>, когда pi в ра)ло-
.ение не входит).

Yсно, что элемент z = pm1
1 . . . pmr

r делит x (соответственно y) тогда и тол9ко тогда,
когда mi ≤ ki (соответственно mi ≤ ℓi) при всех i, не превосход,щих r. Поэтому
НОД элементов x и y имеет вид

w = p
min(k1,ℓ1)
1 . . . pmin(kr,ℓr)

r .

Такой элемент делит x и y, и в то .е врем, вс,кий элемент, дел,щий x и y, делит
и w. □

7.2. Поле частных. При дока)ател9стве теоремы о факториал9ности Z[x] мы вкла-
дывали кол9цо Z в поле рационал9ных чисел Q. Обобщим эту конструкци> на про-
и)вол9ное целостное кол9цо.

Итак, пуст9 A — прои)вол9ное целостное кол9цо. Рассмотрим мно.ество пар

A× (A \ {0}) = {(a, b) | a, b ∈ A, b ∕= 0}.
Введем на этом мно.естве отношение:

(a, b) ∼ (a′, b′), если ab′ = a′b.

Легко проверит9, что это отношение будет отношением эквивалентности (проделай-
те это). Обо)начим фактормно.ество по этому отношени> эквивалентности чере)
QuotA.
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Введем на QuotA операции сло.ени,, умно.ени, и в),ти, обратного по правилу:

(a, b) + (c, d) = (ad+ bc, bd), (a, b) · (c, d) = (ac, bd), (a, b)−1 = (b, a).

Кроме того, определим вло.ение A ↩→ QuotA, перевод,щее a в (a, 1). Это, в част-
ности, )адаст нам в QuotA нул9 (0, 1) и единицу (1, 1).

Упра;нение 7.2. Пока.ите, что операции сло.ени,, умно.ени, и в),ти, обрат-
ного корректно определены на фактормно.естве QuotA, и что они превраща>т
QuotA в поле.

Определение 7.3. Мно.ество QuotA на)ываетс, полем частных (или полем от-
ношений) кол9ца A.

Yсно, что первый и второй элементы пары (a, b) следует воспринимат9 как чис-
лител9 и )наменател9 дроби; тогда определенные выше операции как ра) отвеча>т
операци,м с дроб,ми.

Примеры 7.4. Поле частных кол9ца Z — это рационал9ные числа Q. Поле частных
кол9ца многочленов K[x] на)ываетс, полем рационал)ных функций и обо)начаетс,
чере) K(x).

Упра;нение 7.5. Пока.ите, что поле частных кол9ца формал9ных степенных р,-
дов K[[x]] ест9 поле р9дов Лорана K[[x, x−1]] (количество ненулевых коэффициентов
при отрицател9ных степен,х x в таких р,дах конечно).

7.3. Факториал+ност+ кол+ца многочленов над факториал+ным кол+цом.
В этом ра)деле мы дока.ем следу>щу> теорему.

Теорема 7.6. Пуст) A — факториал)ное кол)цо. Тогда и кол)цо многочленов A[x]
то.е факториал)но.

И) этой теоремы моментал9но получаетс, поле)ное следствие.

Следствие 7.7. Кол)цо многочленов от нескол)ких переменных A[x1, . . . , xn] фак-
ториал)но.

Дока)ател9ство теоремы 7.6 в основном повтор,ет ход дока)ател9ства теоремы 5.19.
Поэтому р,д подробностей в дока)ател9стве мы опустим.

Дока5ател)ство теоремы 7.6. Пуст9 f(x) ∈ A[x]. Как и дл, целочисленного случа,,
определим содер.ание cont f ∈ A многочлена f как НОД его коэффициентов.

Лемма 7.8 (Гаусс). Содер.ание мул)типликативно:

cont fg = cont f · cont g.

Дока5ател)ство. Достаточно дока)ат9, что если cont f = cont g = 1, то и cont fg =
1. Предполо.им, что cont fg

... p, где p — некоторый неприводимый элемент. Это
)начит, что кол9цо B = A/(p) целостное. Рассмотрим эпимоморфи)м фактори)ации
A → B; он продол.аетс, до эпиморфи)ма колец многочленов A[x] → B[x]; послед-
нее кол9цо так.е будет целостным. Получаем, что fg ∈ B[x] равн,етс, нул> (все
коэффициенты этого многочлена дел,тс, на p). Но многочлены f и g примитивны,
т.е. их обра)ы f и g отличны от нул,; противоречие с неприводимост9>. □

Далее обо)начим чере) Q = QuotA поле частных кол9ца A. Rаметим, что кол9цо
Q[x] — это кол9цо многочленов над полем от одной переменной, т.е. оно евклидово,
а )начит, факториал9но.

Аналогично следстви> 5.18 мо.но дока)ат9 такое утвер.дение:
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Следствие 7.9. Если многочлен f(x) ∈ A[x] раскладываетс9 на неприводимые со-
мно.ители как многочлен и5 Q[x], то он раскладываетс9 на неприводимые сомно-
.ители той .е степени с коэффициентами и5 A[x].

Тем самым мы получаем классификаци> неприводимых элементов над A[x]: это,
во-первых, примитивные многочлены, неприводимые над Q[x], а во-вторых, непри-
водимые элементы и) A (т.е. многочлены нулевой степени). Теорема дока)ана. □
7.4. Определител+ Вандермонда. Факториал9ност9 кол9ца многочленов от нескол9-
ких переменных — очен9 поле)ное утвер.дение. Вычислим с его помощ9> опреде-
лител) Вандермонда.

Предло;ение 7.10. Имеет место равенство
//////////

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

//////////

=
&

1≤i<j≤n

(xj − xi).

Сначала дока.ем следу>щу> лемму (поле)ну> и саму по себе).

Лемма 7.11. Пуст) f(x1, . . . , xn) — многочлен, то.дественно обраща6щийс9 в
нул) на гиперплоскости a1x1 + · · · + anxn = 0. Тогда f(x) делитс9 на линейну6
форму ℓ(x) = a1x1 + · · ·+ anxn.

Дока5ател)ство. Сделаем )амену координат, при которой ℓ(x) перейдет в x1. Пред-
ставим многочлен f(x) в виде x1g(x) + h(x). По услови>, многочлен f(x) то.де-
ственно равен 0 при x1 = 0. Это )начит, что h(x) ≡ 0, а )начит, f(x) делитс, на x1,
что и требовалос9. □
Дока5ател)ство предло.ени9 7.10. Обо)начим определител9 в левой части чере)
V (x) = V (x1, . . . , xn). Rаметим, что при xi = xj определител9 V (x) обращаетс, в
нул9 как име>щий два одинаковых столбца. Rначит, V (x) делитс, на xj −xi. Но все
двучлены xj−xi попарно в)аимно просты; )начит, V (x) делитс, и на их прои)ведение,
т.е. на праву> част9 равенства.

Далее, посмотрим на степен9 V (x) как многочлена от x1, . . . , xn. Эта степен9 равна
0 + 1 + 2 + · · · + (n − 1) = n(n−1)

2
. Но этому .е равна и степен9 правой части: это

количество пар (i, j), в которых i < j, т.е.
0
n
2

1
= n(n−1)

2
. Rначит, частное от делени,

левой части на праву> ,вл,етс, константой.
Осталос9 вычислит9 эту константу, вернее, пока)ат9, что она равна 1. Дл, это-

го вычислим константы при мономе x2x
2
3 . . . x

n−1
n в ка.дом и) этих многочленов.

В правой части она равна 1, т.к. такой моном получаетс, при в),тии переменной с
бол9шим номером и) ка.дой скобки в прои)ведении. В левой .е части она получает-
с, и) в),ти, диагонал9ных элементов определител,, т.е. то.е равна 1. Предло.ение
дока)ано. □
Упра;нение 7.12. Дока.ите предло.ение 7.10, вычислив определител9 в левой
части с помощ9> элементарных преобра)ований строк.


