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8. Вос3ма& лекци&, 8 но&бр& 2021 г.

8.1. Квадратичные вычеты и невычеты. Наша бли.айша, )адача будет состо-
,т9 в том, чтобы научит9с, искат9 число решений уравнени, x2 = a, где a ∈ Z/pZ —
остаток по некоторому фиксированному простому модул> p. Будем считат9, что
p > 2, т.е. p — нечетное простое число.

Rаметим, что если уравнение x2 = a при a ∕= 0 имеет корен9, то этих корней
об,)ател9но будет ровно два: а именно, если b — корен9 этого уравнени,, то и −b —
то.е его корен9. При этом, поскол9ку p нечетно, b ∕= −b (т.к. 2b ∕= 0 mod p, так как
b не кратно p).

Поэтому получаетс,, что x2−a = (x−b)(x+b). Отс>да следует, что других корней
у уравнени, x2 = a нет: если c — корен9 уравнени,, то (c− b)(c+ b) = 0, откуда c = b
или c = −b ()дес9 мы пол9)уемс, отсутствием делителей нул, в Z/pZ).

Определение 8.1. Пуст9 a ∈ Z/pZ, a ∕= 0. Будем на)ыват9 a квадратичным выче-
том, если уравнение x2 = a ра)решимо, и квадратичным невычетом в противном
случае.

При этом число 0 мы не будем относит9 ни к квадратичным вычетам, ни к невы-
четам (так .е, как вещественное число 0 не ,вл,етс, ни поло.ител9ным, ни отри-
цател9ным).

Предло;ение 8.2. Количество как квадратичных вычетов, так и квадратичных
невычетов в Z/pZ равно p−1

2
.

Дока5ател)ство. Ка.дому квадратичному вычету a соответству>т два решени,
±b уравнени, x2 = a. Так.е ,сно, что ка.дый ненулевой остаток и) Z/pZ ,вл,ет-
с, решением некоторого квадратного уравнени, такого вида. Поэтому получаетс,,
что квадратичных вычетов ока)ываетс, вдвое мен9ше, чем ненулевых элементов и)
Z/pZ, то ест9 p−1

2
. Все остал9ные элементы Z/pZ тогда будут квадратичными невы-

четами, и их (p− 1)− p−1
2

, то ест9 стол9ко .е. □
Упра;нение 8.3. Дл, всех нечетных простых чисел p < 20 перечислите все квад-
ратичные вычеты и невычеты по модул> p.

Упра;нение 8.4. Дока.ите, что квадратное уравнение

ax2 + bx+ c = 0,

где a, b, c ∈ Z/pZ, a ∕= 0,
• имеет два решени,, равные x1,2 =

−b±
√
D

2a
, если его дискриминант D = b2−4ac

,вл,етс, квадратичным вычетом;
• имеет единственное решение, если D = 0;
• нера)решимо над Z/pZ, если D — квадратичный невычет.

Ука5ание. С помощ9> выделени, полного квадрата сведите данное уравнение к виду
x2 = D.

8.2. Символ Ле;андра и его мул+типликативност+. Yсно, что прои)ведение
двух квадратичных вычетов снова будет квадратичным вычетом. А что будет, если
перемно.ит9 два квадратичных невычета? А вычет и невычет? Ока)ываетс,, верна
следу>ща, теорема.

Теорема 8.5. а) Прои5ведение двух квадратичных вычетов — квадратичный
вычет;

б) прои5ведение двух квадратичных невычетов — квадратичный вычет;
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в) прои5ведение квадратичного вычета и квадратичного невычета — квадра-
тичный невычет.

Дока5ател)ство. Пункт а) очевиден: если a и b квадратичные вычеты, то ест9 су-
ществу>т такие x и y, дл, которых x2 = a и y2 = b, то ab то.е будет квадратичным
вычетом, поскол9ку (xy)2 = ab.

Дока.ем пункт б). Пуст9 a — квадратичный вычет, b — квадратичный невычет.
Предполо.им противное: что ab — квадратичный вычет. Поскол9ку a — квадра-
тичный вычет, найдетс, такое x, что x2 = a. В таком случае и элемент a−1 будет
квадратичным вычетом, т.к. a−1 = (x−1)2. Соответственно, в силу пункта а) элемент
b как прои)ведение квадратичных вычетов ab и a−1 будет квадратичным вычетом —
противоречие.

Пункт в) аналогичными формал9ными манипул,ци,ми дока)ат9 у.е не удаетс,.
Однако его мо.но вывести и) пункта б) при помощи подсчета числа элементов. А
именно, пуст9 a — фиксированный квадратичный невычет. Рассмотрим все элемен-
ты вида a, 2a, . . . , (p − 1)a. Как обсу.далос9 ранее, в этой последовател9ности все
элементы 1, 2, . . . , (p−1) встреча>тс,, причем ровно по одному ра)у — поэтому среди
них p−1

2
квадратичных вычетов и p−1

2
квадратичных невычетов. Однако в силу пунк-

та б) при умно.ении a на квадратичный вычет получаетс, квадратичный невычет,
и таких элементов будет p−1

2
, то ест9 все квадратичные невычеты будут получат9с,

таким обра)ом. Rначит, при умно.ении a на все остал9ные элементы (т.е. невычеты)
дол.ны получат9с, квадратичные вычеты, что и требовалос9. □

Тем самым квадратичные вычеты и невычеты ведут себ, при умно.ении пример-
но так .е, как поло.ител9ные и отрицател9ные числа. Это мотивирует следу>щее
определение.

Определение 8.6. Пуст9 a ∈ Z/pZ, a ∕= 0. Символ Ле.андра
0
a
p

1
определ,етс,

следу>щим обра)ом:

*
a

p

+
=

!
"#

"$

1, a — квадратичный вычет;

−1, a — квадратичный невычет;

0, a = 0.

Таким обра)ом, символ Ле.андра мо.но считат9 аналогом функции )нака числа.
Тогда предыдуща, теорема принимает следу>щий компактный вид.

Теорема 8.7. Символ Ле.андра мул)типликативен:
*
a

p

+*
b

p

+
=

*
ab

p

+
.

Далее мы приведем другое дока)ател9ство этой теоремы, которое будет следоват9
и) ещё одного поле)ного утвер.дени,, по)вол,>щего вычислит9 символ Ле.анд-
ра — критери, Эйлера.

8.3. Критерий Эйлера. Пре.де чем читат9 дал9ше, рекомендуем читател> вы-
полнит9 следу>щее упра.нение.

Упра;нение 8.8. Во)9мите какое-нибуд9 нечетное простое число, мен9шее 20, и
во)ведите ка.дый и) ненулевых остатков a ∈ Z/pZ в степен9 p−1

2
. Убедитес9, что у

вас всегда будет получат9с, ±1. А когда получаетс, 1, а когда −1?

Тем самым вы «экспериментал9но» проверите утвер.дение следу>щей теоремы.
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Теорема 8.9 (критерий Эйлера). Пуст) p > 2 — простое число, a ∈ Z/pZ. Тогда

a
p−1
2 =

*
a

p

+
.

Дока5ател)ство. При a = 0 утвер.дение теоремы очевидно. Дал9ше будем считат9,
что a отлично от 0.

Во-первых, сначала убедимс,, что при л>бом a ∕= 0 будет имет9 место равенство

a
p−1
2 = ±1. Действител9но,

,
a

p−1
2

-2

= ap−1 = 1 по малой теореме Ферма. Но число,
квадрат которого равен 1, мо.ет равн,т9с, тол9ко 1 или −1.

Далее, ,сно, что если
0
a
p

1
= 1, то a

p−1
2 = 1. Действител9но, если a — квадратичный

вычет, то существует такое b, что b2 = a. Тогда a
p−1
2 = (b2)

p−1
2 = bp−1 = 1 оп,т9-таки

в силу малой теоремы Ферма.
Осталос9 дока)ат9, что если a — квадратичный невычет, то a

p−1
2 = −1. Дл, этого

рассмотрим уравнение x
p−1
2 − 1 = 0. Это полиномиал9ное уравнение степени p−1

2
—

следовател9но, по теореме Бе)у (котора, верна и дл, многочленов с коэффициен-
тами и) Z/pZ!) у него не мо.ет быт9 более p−1

2
корней. Но стол9ко корней нам у.е

и)вестно: это все квадратичные вычеты. Тем самым получаетс,, что квадратичные
невычеты не ,вл,>тс, корн,ми этого уравнени,, то ест9 дл, них a

p−1
2 ∕= 1. Rначит,

дл, них a
p−1
2 = −1. □

И) критери, Эйлера очевидно следует мул9типликативност9 символа Ле.андра.
Действител9но, *

a

p

+*
b

p

+
= a

p−1
2 b

p−1
2 = (ab)

p−1
2 =

*
ab

p

+
.

Кроме того, с помощ9> критери, Эйлера легко пон,т9, когда −1 ,вл,етс, квад-
ратичным вычетом, а когда — невычетом:

Следствие 8.10. Имеет место равенство
*
−1

p

+
= (−1)

p−1
2 =

2
1, p = 4k + 1,

−1, p = 4k + 3.

8.4. «Поло;ител+ные» и «отрицател+ные» остатки. Выпишем все элементы
и) Z/pZ в следу>щем пор,дке:

−p− 1

2
, . . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . . ,

p− 1

2
.

Условимс, на)ыват9 те и) них, которые выписаны слева от нул,, «отрицател9ными»,
а те, что справа — «поло.ител9ными».1

Рассмотрим прои)вол9ный ненулевой элемент a ∈ Z/pZ и умно.им его на все
«поло.ител9ные» элементы. Получим элементы a, 2a, . . . , p−1

2
a.

Нетрудно дока)ат9 следу>щее

Предло;ение 8.11. Мно.ество
3
a, 2a, . . . , p−1

2
a
4

содер.ит ровно по одному эле-
менту и5 ка.дой пары ±1,±2, . . . ,±p−1

2
.

Дока5ател)ство. Ранее мы у.е видели, что ра)ные элементы и) Z/pZ при умно.е-
нии на прои)вол9ное ненулевое a не могут переходит9 в один и тот .е элемент: это
противоречило бы тому, что в Z/pZ нет делителей нул,.

1
Не надо путат? полоGител?ные/отрицател?ные элементы в смысле этого обоBначени4 с квад-

ратичными вычетами/невычетами.
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Дока.ем, что дл, ра)личных «поло.ител9ных» элементов k ∕= ℓ элементы ak и
aℓ не могут быт9 противополо.ны друг другу. Действител9но, это )начило бы, что

0 = ak + aℓ = a(k + ℓ),

откуда k + ℓ = 0 mod p. Но этого не мо.ет быт9: поскол9ку 0 < k, ℓ ≤ p−1
2

, то
0 < k + ℓ < p, )начит, k + ℓ ∕= 0 mod p.

Поэтому среди элементов a, 2a, . . . , p−1
2
a л>бое и) чисел вида ±k встречаетс, не

более одного ра)а. Но тех и других по (p− 1)/2 — стало быт9, ка.дое и) чисел вида
±k войдет ровно одна.ды. □

Обо)начим чере) ε(a) количество «отрицател9ных» элементов, вход,щих во мно-
.ество

3
a, 2a, . . . , p−1

2
a
4
, то ест9 число таких «поло.ител9ных» элементов, которые

при умно.ении на a станов,тс, «отрицател9ными».

Предло;ение 8.12 (лемма Гаусса). Имеет место равенство (−1)ε(a) =
0
a
p

1
. Иначе

говор9, ε(a) четно, если a — квадратичный вычет, и нечетно в противном случае.

Дока5ател)ство. Перемно.им все числа a, 2a, . . . , p−1
2
a. В силу предыдущего рас-

су.дени, мы получим, что это прои)ведение равно

a · 2a · · · · · p− 1

2
a = (−1)ε(a) · 1 · 2 · · · · · p− 1

2
.

Но, с другой стороны, оно .е равн,етс,

a · 2a · · · · · p− 1

2
a = a

p−1
2 · 1 · 2 · · · · · p− 1

2
=

*
a

p

+
· 1 · 2 · · · · · p− 1

2

(в последнем равенстве испол9)ован критерий Эйлера).
Поделив обе части на отличну> от нул, величину ((p−1)/2)!, получаем требуемое

равенство. □
Это предло.ение по)вол,ет вычислит9 символ Ле.андра дл, некоторых )начений

a.

Пример 8.13. Убедимс, еще ра), что
0−1

p

1
= (−1)

p−1
2 . Действител9но, при умно.е-

нии на −1 все «поло.ител9ные» числа станов,тс, «отрицател9ными» — а их всего
(p− 1)/2.

Вы,сним, когда число 2 ,вл,етс, квадратичным вычетом по модул> p. Ока)ыва-
етс,, что это )ависит от остатка от делени, p на 8: если он равен 1 или 7, то 2 будет
квадратичным вычетом, а если 3 или 5, то невычетом.

Предло;ение 8.14. Имеет место равенство
*
2

p

+
= (−1)

p2−1
8 =

2
1, p = 8k ± 1,

−1, p = 8k ± 3.

Дока5ател)ство. Умно.им все «поло.ител9ные» элементы на 2; получим элемен-
ты вида

2, 4, . . . p− 3, p− 1.

«Отрицател9ными» будут те и) них, которые будут )акл>чены ме.ду p/2 и p−1. Их
количество, как нетрудно видет9, будет равно ⌈p−1

4
⌉ (то ест9 числу p−1

4
, округленному

до бли.айшего целого вверх ).
Эта величина и будет равна ε(2); мы хотим найти ее четност9. Проще всего сделат9

это, ра)обрав четыре во)мо.ных случа,:
• если p = 8k + 1, то ε(2) = ⌈p−1

4
⌉ = 2k;
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• если p = 8k + 3, то ε(2) = ⌈2k + 1
2
⌉ = 2k + 1;

• если p = 8k + 5, то ε(2) = ⌈2k + 1⌉ = 2k + 1;
• наконец, если p = 8k + 7, то ε(2) = ⌈2k + 3

2
⌉ = 2k + 2.

□

8.5. Квадратичный >акон в>аимности Гаусса. До этого мы имели дело с квад-
ратичными вычетами и невычетами по какому-то конкретному модул>. Следу>щее
)амечател9ное утвер.дение по)вол,ет устанавливат9 св,)9 ме.ду символами Ле-
.андра по ра5личным модул,м, что даёт эффективный алгоритм дл, их вычисле-
ни,.

Теорема 8.15 (квадратичный )акон в)аимности). Дл9 ра5личных нечетных про-
стых чисел имеет место равенство

*
p

q

+
·
*
q

p

+
= (−1)

p−1
2

· q−1
2 .

Сам Гаусс именовал это утвер.дение «)олотой теоремой» (Theorema Aureum); он
придумал нескол9ко его ра)личных дока)ател9ств. На сегодн,шний ден9 и)вестно
более ста способов его дока)ыват9. Вкратце приведем дока)ател9ство одного и) них,
принадле.ащего ученику Гаусса Эй)енштейну2.

Дока5ател)ство. Начнём со следу>щего утвер.дени, и) тригонометрии (которое,
ка)алос9 бы, никакого отношени, к теории чисел не имеет).

Лемма 8.16 (тригонометрическа, лемма). Пуст) m — нечётное целое число. Тогда

sinmx

sin x
= (−4)

m−1
2

(m−1)/2&

j=1

*
sin2 x− sin2

*
2πj

m

++
.

Набросок дока5ател)ства. И) формулы синуса суммы углов с помощ9> индукции
нетрудно вывести, что лева, част9 ,вл,етс, многочленом от sin2 x степени m−1

2
.

Далее, лева, част9 обращаетс, в нул9 при x = 2πj/m, то ест9 при sin2 x = sin2
0
2πj
m

1
.

Мно.ител9 (−4)
m−1

2 получаетс, сравнением коэффициентов при старшем члене в
левой и правой част,х. □

Вернемс, к дока)ател9ству. Пуст9 p — простое нечетное число, q — прои)вол9ный
вычет по модул> p. Во)9мем вычет a, где 1 ≤ a ≤ p−1

2
, и предполо.им, что qa = ±aq,

где 1 ≤ aq ≤ p−1
2

. Домно.им обе части равенства на 2π
p

, во)9мем от них синус и
воспол9)уемс, тем, что синус — нечётна, функци,:

sin
2π

p
qa = ± sin

2π

p
aq.

Тепер9 перемно.им все такие равенства по всем a от 1 до (p−1)/2; по лемме Гаусса,
количество минусов будет равн,т9с, (−1)ε(q) =

0
q
p

1
. Поскол9ку среди aq все числа

1, . . . , p−1
2

встрет,тс, по одному ра)у, получим, что

*
q

p

+
=

(p−1)/2&

a=1

*
sin

2πqa

p

5
sin

2πa

p

+
.

2
В лекци4х докаBател?ство квадратичного Bакона вBаимности не приводилос?. В программу эк-

Bамена докаBател?ство такGе не войдёт.
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Применим тригонометрическу> лемму при m = q и перепишем это равенство сле-
ду>щим обра)ом:
*
q

p

+
=

(p−1)/2&

a=1

(−4)(p−1)/2

(q−1)/2&

b=1

*
sin2 2πa

p
− sin2 2πb

q

+
=

= (−4)(p−1)(q−1)/4

(p−1)/2&

a=1

(q−1)/2&

b=1

*
sin2 2πa

p
− sin2 2πb

q

+
.

Мен,, местами роли p и q, аналогично получаем, что
*
p

q

+
= (−4)(p−1)(q−1)/4

(p−1)/2&

a=1

(q−1)/2&

b=1

*
sin2 2πb

q
− sin2 2πa

p

+
.

Эти два выра.ени, отлича>тс, переменой )нака у p−1
2

· q−1
2

скобок, т.е. коэффи-
циентом (−1)

p−1
2

· q−1
2 . Квадратичный )акон в)аимности дока)ан. □

На практике квадратичный )акон в)аимности удобно испол9)оват9 в следу>щей
форме.

Следствие 8.17. Пуст) p, q > 2 — ра5личные нечетные простые числа. Символы
Ле.андра

0
p
q

1
и

0
q
p

1
равны, если хот9 бы одно и5 чисел p, q имеет вид 4k + 1, и

ра5личны, если они оба име6т вид 4k + 3.

8.6. Пример испол+>овани? квадратичного >акона в>аимности. В качестве
примера вы,сним с помощ9> квадратичного )акона в)аимности, ра)решимо ли срав-
нение

x2 ≡ 57 mod 179.

Дл, этого нам ну.но вычислит9
0
57
179

1
=

0
3

179

1
·
0
19
179

1
. Вычислим отдел9но ка.дый и)

этих символов Ле.андра.
Оба числа 3 и 179 да>т при делении на 4 остаток 3. Поэтому

*
3

179

+
= −

*
179

3

+
= −

*
−1

3

+
= 1,

так как −1 ,вл,етс, квадратичным невычетом по модул> 3. Rначит, 3 — квадра-
тичный вычет по модул> 179.

Далее, по той .е причине (19 то.е имеет вид 4k+3) получаем, что
0
19
179

1
= −

0
179
19

1
=

−
0
8
19

1
= −

0
2
19

1
(поскол9ку 8 = 2 · 4, а 4 — полный квадрат). Но число 19 имеет вид

8k + 3, поэтому 2 ,вл,етс, квадратичным невычетом по модул> 19. Стало быт9,0
19
179

1
= 1, откуда

0
57
179

1
= 1, и сравнение x2 ≡ 57 mod 179 ра)решимо.


