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9. Дев&та& лекци&, 15 но&бр& 2021 г.

9.1. Ре>ул+тант. Рассмотрим два многочлена от одной переменной над прои)вол9-
ным факториал9ным кол9цом A, степени n и m соответственно:

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0;

g(x) = bmx
m + · · ·+ b1x+ b0.

Наша бли.айша, )адача — определит9, име>т ли эти многочлены общий сомно.и-
тел9.

Сначала дадим на этот вопрос «малоинформативный» ответ. Предполо.им, что
общий мно.ител9 у f и g ест9: f = f1h, g = g1h, где deg h > 0. Это )начит, что у них
имеетс, общее кратное степени строго мен9шей, чем m+ n. Это кратное ест9 f1g1h.
При этом «дополнител9ные мно.ители», на которые надо домно.ит9 f и g дл,
того, чтобы его получит9, равны g1 и f1 соответственно, и их степени не превосход,т
m − 1 и n − 1. Напротив, если у f и g нет общих мно.ителей, то их наимен9шее
общее кратное имеет степен9 m + n, и нел9), найти такие многочлены p и q, где
deg p < m, deg q < n, что fp+ gq = 0.

Тем самым, имеет место следу>щее предло.ение:

Предло;ение 9.1. Многочлены f(x) и g(x), где deg f = n, deg g = n, име6т
общий мно.ител) тогда и тол)ко тогда, когда найдутс9 такие многочлены p(x)
и q(x), не равные одновременно нул6, где deg p(x) ≤ m − 1, deg q(x) ≤ n − 1, что
f(x)p(x) + g(x)q(x) = 0.

Попробуем интерпретироват9 это условие как-то ещё. Выпишем многочлены p(x)
и q(x):

p(x) = pm−1x
m−1 + · · ·+ p1x+ p0;

q(x) = qn−1x
n−1 + · · ·+ q1x+ q0.

Rапишем в ,вном виде условие и) предло.ени, 9.1:

f(x)p(x) + g(x)q(x) =

= (anpm−1 + bmqn−1)x
m+n−1+

+ (an−1pm−1 + anpm−2 + bm−1qn−1 + bmqn−2)x
m+n−2+

+ . . .+ a0p0 + b0q0 = 0.

Условие равенства многочлена степени m + n− 1 нул> — это система и) m + n ли-
нейных однородных уравнений на неи)вестные pm−1, . . . , p0, qn−1, q0. Искомые мно-
гочлены p(x) и q(x) существу>т тогда и тол9ко тогда, когда у этой системы ест9
ненулевое решение, т.е. когда матрица системы выро.дена. Определител9 этой мат-
рицы на)ываетс, ре5ул)тантом многочленов f(x) и g(x) и обо)начаетс, Res(f, g).
Выпишем его ,вно:

Res(f, g) =
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Мы дока)али следу>щу> теорему.

Теорема 9.2. Многочлены f(x) и g(x) име6т общий мно.ител) тогда и тол)ко
тогда, когда их ре5ул)тант Res(f, g) равен нул6.

Следствие 9.3. Пуст) многочлены f(x) и g(x) име6т общий корен). Тогда Res(f, g) =
0.

9.2. Другие формулы дл? ре>ул+танта. Предполо.им, что многочлены f(x) и
g(x) раскладыва>тс, над исходным кол9цом A на линейные мно.ители:

f(x) = an(x− t1) . . . (x− tn);

g(x) = bm(x− u1) . . . (x− um).

Коэффициенты ak и bk выра.а>тс, чере) корни этих многочленов по формулам
Виета:

(1) ak = an(−1)n−kσn−k(t1, . . . , tn), bk = bm(−1)m−k(σm−k(u1, . . . , um),

где σ и (σ — элементарные симметрические многочлены от n и m переменных соответ-
ственно. Так.е поле)но )аметит9, что Res(f, g) ,вл,етс, однородным многочленом
от ai степени m и от bj степени n.

Предло;ение 9.4. Справедливы равенства

Res(f, g) = amn b
n
m

n&

i=1

m&

j=1

(ti − uj) = amn

n&

i=1

g(ti) = (−1)mnbnm

m&

j=1

f(uj).

Дока5ател)ство. Последние два равенства очевидно следу>т и) вида ра)ло.ени,
f(x) и g(x) на линейные мно.ители. Дока.ем первое равенство.

Во-первых, и) равенств (1) следует, что Res(f, g) как многочлен от an, bm, ti, uj

делитс, на amn b
n
m. Кроме того, Res(f, g) обращаетс, в нул9, если многочлены f и g

име>т общий корен9, т.е. если ti = uj при каких-то i, j. Поэтому Res(f, g) делитс,
на л>бу> и) ра)ностей ti − uj, а )начит, и на их прои)ведение. Мы дока)али, что
Res(f, g) делитс, на amn b

n
m

6n
i=1

6m
j=1(ti − uj).

Далее, )аметим, что оба эти выра.ени, име>т степен9 m как многочлены от
a0, . . . , an: про ре)ул9тант это, как было ска)ано выше, следует и) его ,вного ви-
да, а про праву> част9 это верно в силу того, что она равна (−1)mnbnm

6m
j=1 f(uj),

а ка.дый и) сомно.ителей f(uj) линеен как многочлен от ai. По тем .е сообра-
.ени,м они оба име>т степен9 n как многочлены от b0, . . . , bm. Следовател9но, эти
выра.ени, получа>тс, друг от друга домно.ением на элемент основного пол, K.

Дл, )авершени, дока)ател9ства )аметим, что оба эти выра.ени, как многочлены
от ai и bj содер.ат одночлен amn b

n
0 с коэффициентом 1. Поэтому они равны. □

9.3. Кратные корни многочленов и прои>водна?.

Определение 9.5. Пуст9 f(x) ∈ A[x] — некоторый многочлен. Элемент a ∈ A
на)ываетс, корнем многочлена f(x) кратности k, если f(x) представим в виде

f(x) = (x− a)kg(x),

где g(a) ∕= 0.

Дл, работы с кратными корн,ми поле)но ввести определение прои)водной мно-
гочлена.

Определение 9.6. Пуст9 f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 ∈ A[x] — многочлен. Его

прои5водна9 — это многочлен f ′(x) = nanx
n−1+(n−1)an−1x

n−2+· · ·+2a2x+a1 ∈ A[x].
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Gамечание 9.7. Это определение прои)водной многочлена ,вл,етс, чисто алгебра-
ическим (в отличие от того, которое давалос9 в курсе математического анали)а —
в последнем участвовало пон,тие предел9ного перехода). Поэтому имеет смысл го-
ворит9 о прои)водной многочлена над прои)вол9ным полем, в том числе ненулевой
характеристики. В отличие, ска.ем, от вещественной или комплексной ситуации, в
характеристике p быва>т многочлены, име>щие нулеву> прои)водну>, но отличные
от констант — например, xp.

Упра;нение 9.8. Дока.ите, что сумму и прои)ведение многочленов мо.но диф-
ференцироват9 по правилам, и)вестным и) матанали)а: (f+g)′ = f ′+g′ (линейност9)
и (fg)′ = f ′g + fg′ (правило Лейбница).

Справедливо следу>щее предло.ение.

Предло;ение 9.9. Корен) a ∈ A многочлена f(x) имеет кратност) не менее 2
тогда и тол)ко тогда, когда a так.е 9вл9етс9 корнем прои5водной f ′(x). Более
общим обра5ом, корен) имеет кратност) не менее k тогда и тол)ко тогда, когда
f(a) = f ′(a) = · · · = f (k−1)(a) = 0.

Дока5ател)ство. Дока.ем первое утвер.дение. Пуст9 a — корен9 кратности не ме-
нее 2. Тогда f(x) = (x− a)2g(x). Продифференцировав это прои)ведение по правилу
Лейбница, получим

f ′(x) = (x− a)2g′(x) + 2(x− a)g(x).

Yсно, что в таком случае a ,вл,етс, так.е корнем f(x). Обратное утвер.дение
дока)ываетс, аналогично: если a — корен9 кратности 1, то f(x) = (x − a)g(x), где
g(a) ∕= 0, и тогда

f ′(x) = g(x) + (x− a)g′(x),

откуда f ′(a) = g(a) ∕= 0.
Утвер.дение о прои)вол9ной кратности получаетс, и) первого утвер.дени, по

индукции; дока)ател9ство оставл,етс, читател> в качестве несло.ного упра.не-
ни,. □

9.4. Дискриминант. Рассмотрим многочлен f(x), раскладыва>щийс, на линей-
ные мно.ители:

f(x) = an(x− t1) . . . (x− tn).

Определение 9.10. Дискриминант многочлена f — это многочлен

D(f) = a2n−2
n

&

i<j

(ti − tj)
2 =

7
an−1
n

&

i<j

(ti − tj)

82

.

И) определени, ,сно, что дискриминант обращаетс, в нул9 тогда и тол9ко тогда,
когда среди корней многочлена f(x) ест9 совпада>щие.

Далее, дискриминант ,вл,етс, симметрическим многочленом от t1, . . . , tn, поэто-
му это многочлен от a0, . . . , an−1, an и a−1

n . (Контрол9ный вопрос: )ачем )дес9 a−1
n ?)

Найдём этот многочлен.

Предло;ение 9.11. Дискриминант многочлена пропорционален ре5ул)танту его
самого и его прои5водной:

D(f) = (−1)n(n−1)/2a−1
n Res(f, f ′).
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Дока5ател)ство. Продифференцируем прои)водну> многочлена по правилу Лейб-
ница:

f ′(x) =

9
an

n&

i=1

(x− ti)

:′

= an

n%

i=1

&

j ∕=i

(x− tj).

Особенно хорошо выгл,дит выра.ение дл, прои)водной f ′ в корне ti многочлена f :
там все слагаемые в последней сумме, кроме i-го, обраща>тс, в нул9:

f ′(ti) = an
&

j ∕=i

(ti − tj).

Воспол9)овавшис9 предло.ением 9.4, получим:

Res(f, f ′) = a2n−1
n

n&

i=1

&

j ∕=i

(ti − tj) =

= an(−1)n(n−1)/2a2n−2
n

&

i<j

(ti − tj)
2 = an(−1)n(n−1)/2D(f),

что и требовалос9 дока)ат9.
□


