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14. Четырнадцата* лекци*, 10 *нвар* 2022 г.

14.1. Группы, подгруппы.

Определение 14.1. Группой на#ываетс) мно,ество G с двум) операци)ми:
• умно)ени, µ : G×G → G, µ(g1, g2) = g1g2; и
• в.,ти, обратного ι : G → G, ι(g) = g

−1,
удовлетвор)4щими следу4щим аксиомам:

• g1(g2g3) = (g1g2)g3 дл) л4бых g1, g2, g3 ∈ G (ассоциативност9);
• существует элемент e ∈ G, дл) которого eg = ge = g дл) л4бого e ∈ G

(существование нейтрал9ного элемента);
• gg

−1 = g
−1
g = e.

Определение 14.2. Группа, в которой дл) л4бых двух элементов g1, g2 ∈ G верно,
что g1g2 = g2g1, на#ываетс) коммутативной, или абелевой (в чест9 норве,ского
математика Нил9са Хендрика Абел)).

Иногда дл) абелевых групп мы будем обо#начат9 группову4 операци4 #наком
«+» (будем говорит9 в таком случае про аддитивну6 .апис8 групповой операции).

Приведем примеры групп. Некоторые и# них во#никали у нас при и#учении колец.

Примеры 14.3. (1) Пуст9 A — прои#вол9ное кол9цо. Тогда операци) сло,ени)
определ)ет на A структуру абелевой группы.

(2) Операци) умно,ени) не определ)ет на кол9це A структуру группы, поскол9-
ку нул9 будет необратимым элементом. Но #ато мо,но в#)т9 мно,ество всех
обратимых элементов кол9ца A (будем обо#начат9 его чере# A

×); оно у,е
будет группой по умно,ени4.

(3) В частности, если K — поле, то мно,ество K× = K \ {0} )вл)етс) группой;
она на#ываетс) мул8типликативной группой пол, K.

(4) Пуст9 GL(n) — мно,ество обратимых матриц n×n (над некоторым полем K).
Умно,ение матриц превращает это мно,ество в (так,е некоммутативну4)
группу. Эту группу мо,но ото,дествит9 с группой невыро,денных линей-
ных преобра#ований n-мерного векторного пространства V ∼= Kn.

(5) Пуст9 E2 — евклидова плоскост9 (и# учебника планиметрии #а 8-й класс).
Тогда мно,ество всех дви,ений IsomE2 (т.е. в#аимно одно#начных отобра-
,ений плоскости в себ), сохран)4щих рассто)ние) обра#ует группу, опера-
цией в которой )вл)етс) компо#ици) дви,ений. Обратите внимание, что эта
группа у,е не будет коммутативной. Ра#умеетс), E2 мо,но #аменит9 на E3

или да,е En.
(6) Пуст9 M ⊂ En — прои#вол9ное подмно,ество в евклидовом пространстве

(например, какой-нибуд9 многогранник). Тогда мно,ество IsomM = {ϕ ∈
IsomEn | ϕ(M) = M} само )вл)етс) группой (оно будет подгруппой в IsomM ,
см. ни,е). Это группа симметрий мно)ества M .

(7) Ва,ным примером конечной группы )вл)етс) у,е #накома) вам группа пе-
рестановок Sn: это группа всех в#аимно-одно#начных отобра,ений и# мно-
,ества {1, . . . , n} в себ). Число элементов в Sn равно n!.

Поле#но помнит9 следу4щее правило обращени) прои#ведени) (так,е и#вестное
вам по работе с группой матриц или перестановок):

(gh)−1 = h
−1
g
−1
.

Упра6нение 14.4. Выведите и# аксиом группы, что единица в группе единственна,
и к ка,дому элементу существует ровно один обратный.
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Определение 14.5. Непустое подмно,ество H ⊂ G на#ываетс) подгруппой, если
дл) л4бых его элементов h1, h2 ∈ H верно, что h1h2 ∈ H, а так,е дл) л4бого
элемента h ∈ H верно, что h

−1 ∈ H.

;амечание 14.6. Nсно, что второе условие мо,но #аменит9 на условие e ∈ H.

Тем самым подгруппа — это подмно,ество в группе, само )вл)4щеес) группой
относител9но той ,е операции.

14.2. Пор7док элемента. Пуст9 G — прои#вол9на) группа, g ∈ G — некоторый её
элемент, k ∈ Z. Определим k-4 степен9 элемента g так:

g
k =

!
"""""#

"""""$

g · · · · · g% &' (
k ра#

, k > 0;

e, k = 0;

g
−1 · · · · · g−1

% &' (
−k ра#

, k < 0.

Nсно, что така) операци) удовлетвор)ет привычным свойствам степени: gkgℓ = g
k+ℓ,

(gk)ℓ = g
kℓ, (gk)−1 = g

−k.
Все степени данного элемента обра#у4т подгруппу, котору4 мы будем обо#начат9

чере# 〈g〉 и на#ыват9 циклической подгруппой, поро)дённой g.
Дл) этой подгруппы ест9 два варианта: либо все элементы g

k ра#личны, либо
среди них ест9 совпада4щие: gk = g

ℓ при k ∕= ℓ. Если имеет место второй вариант,
то мы получаем, что g

k−ℓ = e.

Определение 14.7. Пор,дком ord g элемента g ∈ G, отличного от единицы, на-
#ываетс) минимал9ное поло,ител9ное число m, дл) которого g

m = e. Если такого
числа нет, будем считат9 ord g = ∞.

Определение 14.8. Пор,дком конечной группы (не об)#ател9но циклической) на-
#ываетс) число элементов в этой группе.

Предло6ение 14.9. Если ord g = n, то:
(1) g

m = e тогда и тол8ко тогда, когда n | m;
(2) g

k = g
ℓ
тогда и тол8ко тогда, когда k ≡ ℓ mod n.

Дока.ател8ство. (1) Част9 «тогда» очевидна. Дока,ем част9 «тол9ко тогда». По-
делим m на n с остатком: m = qn+ r. По свойствам степени, e = g

m = (gn)qgr = g
r.

Но 0 ≤ r < n, а n — минимал9ное поло,ител9ное число, дл) которого g
n = e. Стало

быт9, r = 0, то ест9 m делитс) на n нацело.
(2) Пуст9 k ≥ ℓ. Домно,ив обе части равенства g

k = g
ℓ на g

−ℓ, получим равенство
g
k−ℓ = e. В силу предыдущего пункта, это равносил9но тому, что k− ℓ делитс) на n,

откуда и следует #а)вленное сравнение. □
Отс4да получаетс) такое следствие (верное дл) элементов как конечного, так и

бесконечного пор)дков):

Следствие 14.10. Подгруппа 〈g〉 содер)ит ровно ord g элементов.

Чут9 сло,нее дока#ываетс) такое

Предло6ение 14.11. Если ord g = n, то ord gk = n
(n,k)

.

Дока.ател8ство. Пуст9 наибол9ший общий делител9 n и k равен (n, k) = d, причем
n = n1d и k = k1d. Тогда n1 и k1 в#аимно просты. Поэтому (gk)m = e тогда и тол9ко
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тогда, когда n | km, что равносил9но тому, что n1 | k1m. В силу в#аимной простоты
n1 и k1 это равносил9но тому, что n1 | m. А это и #начит, что пор)док g

k равен
n/d = n1. □


