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15.1. Циклические подгруппы.

Определение 15.1. Группа G на#ываетс) циклической, если она поро,дена одним
элементом, т.е. если существует g ∈ G, дл) которого 〈g〉 = G. Вс)кий такой элемент
g на#ываетс) поро)да6щим.

Примеры 15.2. (1) Z как группа по сло,ени4 циклична; она поро,даетс) эле-
ментом 1 или элементом −1.

(2) Группа Z/mZ циклична: она поро,даетс), например, классом элемента 1.

Упра6нение 15.3. Найдите все поро,да4щие элементы группы Z/mZ. Скол9ко
их?

В прошлом семестре мы дока#ывали следу4щу4 теорему.

Теорема 15.4. Мул8типликативна, группа F×
q конечного пол, Fq ,вл,етс, цик-

лической.

Несло,но дока#ат9 следу4щу4 теорему, описыва4щу4 строение всех подгрупп
циклической группы.

Теорема 15.5. (1) Вс,ка, подгруппа циклической группы циклическа,.
(2) В циклической подгруппе G пор,дка n пор,док л6бой подгруппы делит n;

обратно, дл, л6бого q | n существует ровно одна подгруппа в G пор,дка q.

Дока.ател8ство. (1) Пуст9 G = 〈g〉, и H ∕= {e} — подгруппа в G. Tаметим, что
если g

−m ∈ H, то и g
m ∈ H. Поэтому в H об)#ател9но ест9 поло,ител9ные степени

элемента g.
Пуст9 m — минимал9ное поло,ител9ное число, облада4щее тем свойством, что

g
m ∈ H. Дока,ем, что 〈gm〉 = H. Действител9но, надо пока#ат9, что дл) вс)кого k,

дл) которого g
k ∈ H, верно, что m | k. Действител9но, поделим k на m с остатком:

k = mq + r; тогда g
r = g

k(gm)q ∈ H, откуда в силу минимал9ности m получаем, что
r = 0.

(2) Если |G| = n, то при k = m получаем, что n = qm. Поэтому

H = {e, gm, g2m, . . . , g(q−1)m},
и H — единственна) подгруппа в G пор)дка q. Обратно, если q — делител9 n, и
n = qm, то определенна) так H — это подгруппа пор)дка q. □
Следствие 15.6. Все подгруппы в группе G простого пор,дка — это {e} и сама G.

15.2. Сме6ные классы. Пуст9 G — прои#вол9на) группа, H — её подгруппа.
Определим на G отношение сравнимости по модул4 подгруппы H следу4щим

обра#ом:
g1 ≡ g2 mod H, если g

−1
1 g2 ∈ H.

Легко проверит9 (проделайте это!), что это отношение эквивалентности на G. Клас-
сы эквивалентности мы будем на#ыват9 левыми сме)ными классами по подгруппе

H; )сно, что класс, содер,ащий элемент g, имеет вид gH = {gh | h ∈ H}. В частно-
сти, сама подгруппа H так,е будет одним и# классов эквивалентности.

Мо,но определит9 отношение эквивалентности и по-другому:

g1 ≡ g2 mod H, если g2g
−1
1 ∈ H.

Тогда классы име4т вид Hg = {hg | h ∈ H}; их мы будем на#ыват9 правыми

сме)ными классами.



6 Е. ". Смирнов

Nсно, что если группа G коммутативна, то левые сме,ные классы совпада4т с
правыми; однако ,е дл) некоммутативных групп это, вообще говор) будет не так.

Примеры 15.7. (1) Пуст9 G = C, H = R (с операцией сло,ени)). Тогда левые
(они ,е правые) сме,ные классы будут имет9 вид {t+ iy | t ∈ R}, т.е. будут
гори#онтал9ными пр)мыми.

(2) Пуст9 G = C×, H = R>0 с операцией умно,ени). Тогда сме,ные классы —
это (открытые) лучи {teiϕ | t ∈ R>0}, исход)щие и# начала координат.

(3) Пуст9 G = C×, H = S
1 = {z | |z| = 1}. Тогда сме,ные классы име4т вид

{|z| = r}, т.е. )вл)4тс) окру,ност)ми.
(4) Пуст9 G = GLn, H = SLn. Тогда две матрицы A,B принадле,ат одному

левому сме,ному классу тогда и тол9ко тогда, когда detA = detB. Это ,е
условие определ)ет и правые сме,ные классы.

Упра6нение 15.8. Пуст9 G = Sn, H = {σ ∈ Sn | σ(n) = n}. Опишите левые и
правые сме,ные классы по H и убедитес9, что они не совпада4т.

Определение 15.9. Число сме,ных классов на#ываетс) индексом группы G по
подгруппе H и обо#начаетс) чере# |G : H|. (Это число мо,ет быт9 как конечным,
так и бесконечным).

Теорема 15.10 (Лагран,). Если группа G конечна, то

|G| = |G : H| · |H|.

Дока.ател8ство. Все сме,ные классы, очевидно, состо)т и# одинакового числа эле-
ментов, равного |H|. Действител9но, отобра,ение H → gH, h .→ gh )вл)етс) биек-
цией. □

Отс4да получаетс) мно,ество следствий.

Следствие 15.11. |H| | |G|: пор,док подгруппы делит пор,док группы.

Следствие 15.12. ord g | |G|: пор,док ка)дого элемента делит пор,док группы.

Дока.ател8ство. Рассмотрим циклическу4 подгруппу, поро,дённу4 g, и применим
предыдущее следствие. □
Следствие 15.13. Вс,ка, конечна, подгруппа простого пор,дка циклична.

Следствие 15.14. Если |G| = n, то g
n = e дл, л6бого g ∈ G.

Пример 15.15. Если p простое, то мул9типликативна) группа (Z/pZ)× будет груп-
пой пор)дка p − 1. Предыдущее следствие утвер,дает, что g

p−1 = 1 дл) л4бого
g ∈ (Z/pZ)×. Это не что иное, как мала, теорема Ферма.


