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19.1. Пр7мые прои?ведени7. Дл) начала напомним пон)тие пр)мого прои#веде-
ни) групп.

Определение 19.1. Группа G раскладываетс) в пр,мое прои.ведение своих под-
групп G1, . . . , Gk, если:

(1) ка,дый элемент g ∈ G единственным обра#ом представл)етс) в виде прои#-
ведени) g = g1 . . . gk, где gi ∈ Gi;

(2) gigj = gjgi при gi ∈ Gi, gj ∈ Gj, i ∕= j.
Обо#начение: G = G1 × · · ·×Gk.

Во-первых, и# услови) 1) (точнее, и# единственности такого представлени)) сле-
дует, что Gi∩Gj = {e}. Далее, если условие 1) выполнено, то условие 2) равносил9но
требовани4 нормал9ности групп Gi. Дока,ем это.

Лемма 19.2. Пуст8 G1 и G2 — нормал8ные подгруппы в G, причем G1 ∩G2 = {e}.
Тогда g1g2 = g2g1 дл, л6бых g1 ∈ G1, g2 ∈ G2.

Дока.ател8ство. Дока,ем, что g1g2g
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т.к. в силу нормал9ности группы G2 имеем g1g2g
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2 ∈ G1 ∩G2, то ест9 равн)етс) единице. □

Рассмотрим случай двух мно,ителей отдел9но.

Предло6ение 19.3. Группа G ра.лагаетс, в пр,мое прои.ведение своих подгрупп

G1 и G2 тогда и тол8ко тогда, когда

(1) G1 и G2 — нормал8ные подгруппы;
(2) G1 ∩G2 = {e};
(3) G1G2 = G, т.е. ка)дый элемент g ∈ G представл,етс, в виде g = g1g2, где

g1 ∈ G1, g2 ∈ G2.

Дока.ател8ство. Част9 «тол9ко тогда» дока#ана выше. Пуст9 тепер9 выполнены
услови) 1)–3). Тогда по предыдущей лемме g1g2 = g2g1 при g1 ∈ G1, g2 ∈ G2. Прове-
рим единственност9 такого представлени). Пуст9 g1g2 = g̃1g̃2. Тогда g̃
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G1 ∩G2 = {e}. Поэтому g1 = g̃1, g2 = g̃2. □

Выше мы предполагали, что группы Gi — подгруппы в одной и той ,е группе
G. В этой ситуации иногда говор)т о внутреннем пр)мом прои#ведении. Мо,но,
наоборот, дл) #аданного набора групп Gi (вообще говор), не вло,енных в каку4-
то бол9шу4 группу) построит9 таку4 группу G, котора) будет раскладыват9с) в
пр)мое прои#ведение своих подгрупп, и#оморфных Gi.

Определение 19.4. Пр,мым прои.ведением групп G1, . . . , Gk на#ываетс) мно,е-
ство последовател9ностей (g1, . . . , gk), где gi ∈ Gi, с покомпонентными операци)ми
умно,ени) и в#)ти) обратного. Обо#начение: G1 × · · ·×Gk.

Nсно, что такие операции #ада4т на G1 × · · · × Gk структуру группы, единицей
которой )вл)етс) набор (e, . . . , e). Кроме того, ка,да) и# групп Gi вкладываетс)
в G1 × · · · × Gk как подгруппа: gi .→ (e, . . . , e, gi, e, . . . , e), где неединичный элемент
стоит на i-м месте. Тогда G1× · · ·×Gk ест9 пр)мое прои#ведение своих подгрупп Gi

в смысле первого определени).
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Пример 19.5. Группа ненулевых комплексных чисел C∗ раскладываетс) в пр)мое
прои#ведение групп R+×U(1), где U(1) — группа комплексных чисел единичного мо-
дул). Это не что иное, как представление комплексного числа в тригонометрической
форме: z = re

iϕ (дл) ненулевого числа это представление единственно).

Пример 19.6. Ка,дое дви,ение плоскости мо,ет быт9 представлено, причем един-
ственным обра#ом, в виде компо#иции параллел9ного переноса и ортогонал9ного
преобра#овани) (сохран)4щего начало координат). Однако это не пр)мое прои#-
ведение, т.к., например, подгруппа ортогонал9ных преобра#ований не )вл)етс) нор-
мал9ной в группе всех дви,ений (или, иначе говор), ортогонал9ные преобра#овани)
не коммутиру4т с параллел9ными переносами). Tато ока#ываетс), что это )вл)ет-
с) ра#ло,ением в так на#ываемое полупр,мое прои.ведение, о котором реч9 пойдёт
дал9ше.

19.2. Автоморфи?мы групп.

Определение 19.7. Автоморфи.м группы — это её и#оморфи#м на себ).

Пример 19.8. Отобра,ение A .→ (AT )−1 )вл)етс) автоморфи#мом группы матриц.

Все автоморфи#мы группы G обра#у4т группу, обо#начаему4 чере# AutG.
Л4бой элемент g ∈ G #адаёт автоморфи#м a(g) ∈ AutG при помощи сопр,)е-

ни,: a(g)x = gxg
−1. Такие автоморфи#мы на#ыва4тс) внутренними, их мно,ество

обо#начаетс) IntG.
Nсно, что IntG — подгруппа в AutG. Эта подгруппа нормал9на: дл) л4бого ав-

томорфи#ма ϕ ∈ AutG верно, что ϕa(g)ϕ−1 = a(ϕ(g)).
Итак, у нас имеетс) отобра,ение G → AutG (ка,дому элементу группы g ∈ G

сопоставл)етс) внутренний автоморфи#м a(g) ∈ AutG). Несло,но проверит9, что
это отобра,ение )вл)етс) гомоморфи#мом:

a(gh)x = ghx(gh)−1 = ghxh
−1
g
−1 = a(g)a(h)x.

Его )дро — это центр Z(G) группы G. По теореме о гомоморфи#ме IntG ∼= G/Z(G).

Пример 19.9. При n ≥ 3 центр симметрической группы Sn тривиален. Поэтому
IntSn

∼= Sn. Мо,но дока#ат9, что при n ∕= 6 никаких других автоморфи#мов у Sn

нет, а при n = 6 подгруппа IntG ⊂ AutG имеет индекс 2.

Пример 19.10. Найдём группу AutZn. Пуст9 ϕ ∈ AutZn, ϕ(1) = k. Тогда

ϕ(ℓ) = kℓ = k · ℓ,
где умно,ение понимаетс) в смысле кол9ца Zn. Таким обра#ом, вс)кий автоморфи#м
группы Zn имеет вид ϕk : ℓ → kℓ. Обратно, дл) л4бого k отобра,ение ℓ .→ kℓ )вл)-
етс) гомоморфи#мом группы Zn в себ). Tначит, гомоморфи#м ϕk )вл)етс) автомор-
фи#мом тогда и тол9ко тогда, когда k обратимо в кол9це Zn. Поэтому AutZn

∼= Z∗
n.


