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20. Двадцата* лекци*, 21 феврал* 2022 г.

20.1. Коммутант. Пуст9 x, y ∈ G — два элемента группы. Их коммутатором на-
#ываетс) элемент (x, y) = xyx

−1
y
−1. Очевидны следу4щие свойства коммутатора:

(1) (x, y) = e тогда и тол9ко тогда, когда x и y коммутиру4т.
(2) (x, y)−1 = (y, x) (обратный к коммутатору элемент снова )вл)етс) коммута-

тором).
Напротив, прои#ведение двух коммутаторов не об)#ано быт9 коммутатором.

Все коммутаторы поро,да4т подгруппу в G, котора) на#ываетс) коммутантом

группы G (или, ре,е, её прои.водной группой) и обо#начаетс) чере# G
′:

G
′ := 〈(x, y) | x, y ∈ G〉.

Nсно, что G
′ = {e} тогда и тол9ко тогда, когда G абелева.

Пуст9 ϕ : G → H — гомоморфи#м групп. Поскол9ку ϕ((x, y)) = (ϕ(x),ϕ(y)), то
ϕ(G′) ⊂ H

′. Если ϕ к тому ,е )вл)етс) эпиморфи#мом, то ϕ(G′) = H
′.

Тепер9 во#9мём в качестве H саму G, а в качестве ϕ — какой-нибуд9 её внутренний
автоморфи#м. Получаетс), что ϕ(G′) = G

′. Это #начит, что G
′ — подгруппа, инва-

риантна) относител9но всех внутренних автоморфи#мов. Tначит, она нормал9на в
G.

Теорема 20.1. Вс,ка, подгруппа H ⊂ G, содер)аща, G
′, нормал8на. При этом

факторгруппа G/H абелева (в частности, G/G
′
то)е абелева). Обратно, если H —

така, нормал8на, подгруппа в G, что G/H абелева, то G
′
содер)итс, в H. Дру-

гими словами, G′
— наимен8ша, нормал8на, подгруппа в G, факторгруппа по ко-

торой абелева.

Дока.ател8ство. Пуст9 H ⊃ G
′. Пуст9 h ∈ H, g ∈ G. Тогда

ghg
−1 = ghg

−1
h
−1 = (g, h) · h ∈ G

′ ·H ⊂ H,

поэтому H ⊳ G.
Далее, пуст9 H — нормал9на) подгруппа в G, и g1, g2 ∈ G. Дока,ем, что g1H и

g2H коммутиру4т, т.е. G/H коммутативна, тогда и тол9ко тогда, когда G
′ ⊂ H.

(g1H, g2H) = g1Hg2Hg
−1
1 Hg

−1
2 H = g1g2g

−1
1 g

−1
2 H = (g1, g2)H.

Если факторгруппа G/H абелева, то (g1, g2)H = eH, т.е. (g1, g2) ∈ H. Обратно, если
(g1, g2) ∈ H, то и# приведенного равенства получаем, что элементы факторгруппы
g1H и g2H коммутиру4т. Теорема дока#ана. □

20.2. Коммутанты некоторых групп. И# #адач семинаров нам и#вестно следу4-
щее

Предло6ение 20.2. Группа чётных перестановок An поро)даетс, тройными

циклами (ijk). При n ≥ 5 группа An поро)даетс, парами не.ависимых транс-
по.иций (ij)(kl).

Пример 20.3. S
′
n = An при n ≥ 3. Действител9но, S ′

n ⊂ An, т.к. группа S3/A3 =
Z2 абелева. Далее, найдём S

′
3. Эта группа содер,итс) в A3. Но в A3 нет никакой

мен9шей подгруппы, кроме единичной, поэтому S
′
3 совпадает со всей A3 (он отличен

от {e}, т.к. S3 некоммутативна). A3 содер,ит оба 3-цикла (123) и (132). Поэтому S
′
n

cодер,ит всево#мо,ные 3-циклы. Поэтому и# предло,ени) 20.2 следует, что S
′
n =

An.
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Пример 20.4. A
′
4 = V4, где V4 = 〈(ij)(kl)〉 — четверна) группа Клейна. Действи-

тел9но, A4/V4
∼= Z3 абелева, т.е. A′

4 ⊂ V4. Но V4 не содер,ит никаких нетривиал9ных
подгрупп, нормал9ных в A4 (и вообще V4 — единственна) нормал9на) подгруппа в
A4, отлична) от единичной и её самой), поэтому A

′
4 = V4.

Пример 20.5. Предыдущий пример пока#ывает, что при n ≥ 5 коммутант A
′
n со-

дер,ит все пары не#ависимых транспо#иций. Поэтому он совпадает со всей группой
An.

;амечание 20.6. На прошлом семинаре было пока#ано, что при n ≥ 5 группа An про-
ста, т.е. не содер,ит нетривиал9ных нормал9ных подгрупп. Ра#умеетс), дл) вс)кой
неабелевой простой группы G верно, что G

′ = G.

Вычислим1 коммутанты групп GLn(K) и SLn(K). Дл) этого нам понадобитс) сле-
ду4щее утвер,дение.

Предло6ение 20.7. Группа SLn(K) поро)даетс, трансвекци,ми E + cEij при

i ∕= j, т.е. матрицами элементарных преобра.ований первого рода (.дес8 E — еди-
нична, матрица, Eij — матрична, единица, т.е. матрица, все элементы которой

равны нул6, кроме (i, j)-го, который равен 1).

Dадача 20.1. Дока,ите предло,ение 20.7.

Дока,ем, что GLn(K)′ = SLn(K)′ = SLn(K), в предполо,ении, что поле K со-
дер,ит более трёх элементов. Во-первых, GLn(K)/ SLn(K) ест9 группа скал)рных
матриц, котора) )вл)етс) абелевой, т.е. GLn(K)′ ⊂ SLn(K). Далее, мо,но проверит9
)вно, что

))
λ 0
0 λ−1

*
,

)
1 c

0 1

**
=

)
1 (λ2 − 1)c
0 1

*
.

Поэтому если в K найдётс) элемент λ, отличный от 0 и ±1, то группа GLn(K)′ будет
содер,ат9 все трансвекции. Поэтому она совпадает с SLn(K) в силу предыдущего
предло,ени).

20.3. Ра?решимые группы. Определим высшие коммутанты G
(i) группы G по

следу4щему правилу: G(1) = G
′, G(i) = (G(i−1))′. Получим р)д подгрупп, ка,да) и#

которых нормал9на в предыдущей:

G = G
(0) ⊲ G

(1) ⊲ · · · ⊲ G
(k) ⊲ . . .

Определение 20.8. Группа G ра.решима, если G
(k) = {e} дл) некоторого k.

Пример 20.9. В предыдущем пункте мы видели, что S4 ра#решима (дл) неё S
(3)
4 =

{e}, т.к. S(2)
4 = V4 абелева), а при n ≥ 5 группа Sn у,е не )вл)етс) ра#решимой.

Справедлива следу4ща) несло,на)

Теорема 20.10. Пуст8 H ⊳ G — нормал8на, подгруппа. Группа G ра.решима

тогда и тол8ко тогда, когда H и G/H ра.решимы.

Dадача 20.2. Дока,ите эту теорему.

1
На лекции этого не было, Bато было на семинарах.
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20.4. Абелевы группы. Оставша)с) част9 этой и следу4ща) лекции будут посв)-
щены описани4 структуры и свойств абелевых (коммутативных) групп.

Пуст9 A — абелева группа. Будем #аписыват9 ее аддитивно, т.е. операци4 будем
обо#начат9 чере# пл4с, а нейтрал9ный элемент будем на#ыват9 нулём.

Элементы абелевой группы мо,но умно,ат9 на целые числа: если a ∈ A и n ∈ Z,
то na = a+ · · ·+ a (n ра#), если n поло,ител9но, и na = (−a) + · · ·+ (−a) (−n ра#),
если n отрицател9но.

Дл) л4бого подмно,ества S ⊆ A наимен9ша) абелева подгруппа, содер,аща) все
элементы и# S — это

〈S〉 = {n1a1 + · · ·+ nkak | n1, . . . , nk ∈ Z, a1, . . . , ak ∈ S}.
Её будем на#ыват9 подгруппой, поро)дённой мно)еством S. Если 〈S〉 = A, то
S на#ываетс) системой поро)да6щих группы A. Если у абелевой группы A ест9
конечна) система поро,да4щих, она на#ываетс) конечно поро)денной.

20.5. Свободные абелевы группы. Как и дл) векторных пространств, опреде-
лим пон)тие линейной #ависимости элементов группы. Так, элементы a1, . . . , ak ∈ A

на#ыва4тс) линейно .ависимыми, если существу4т такие целые n1, . . . , nk, не все
равные одновременно 0, дл) которых

n1a1 + · · ·+ nkak = 0,

и линейно не.ависимыми в противном случае.
Линейно не#ависима) система поро,да4щих группы A на#ываетс) её ба.исом.

Группа, облада4ща) ба#исом, на#ываетс) свободной.
В отличие от случа) векторных пространств, не вс)ка) (да,е конечно поро,дён-

на)) группа обладает ба#исом. Простейший пример — это группа Z/nZ, в которой
ка,дый элемент ока#ываетс) «линейно #ависим сам с собой»: дл) л4бого a ∈ Z/nZ
найдётс) такое ненулевое число m, дл) которого ma = 0. Действител9но, в качестве
m мо,но в#)т9 число n или л4бое его кратное.

Предло6ение 20.11. Все ба.исы свободной абелевой группы A состо,т и. оди-
накового числа элементов. Это число на.ываетс, рангом группы и обо.начаетс,

чере. rkA.

Дока.ател8ство. Рассмотрим два каких-то ба#иса группы A: пуст9 это e1, . . . , en и
f1, . . . , fm, где m ≥ n. Выра#им элементы fj чере# ei:

fj =
+

i

cijei,

где = (cij) ∈ Mat(n×m,Z). Поскол9ку все fj линейно не#ависимы с коэффициентами
в Z, то и столбцы матрицы C линейно не#ависимы с целыми коэффициентами. Но
это #начит, что они линейно не#ависимы и над Q, то ест9 ранг матрицы C над Q
равен m. Но, с другой стороны, и# курса линейной алгебры мы #наем, что ранг
матрицы ра#мера m × n над полем не превосходит минимума и# m и n, то ест9 n.
Поэтому m = n.

□
Свободну4 абелеву группу A ранга k удобно ото,дествл)т9 с Zk; ото,дествление

#адаётс) при помощи ба#иса. Если e1, . . . , ek — ба#ис, то, очевидно, отобра,ение
A → Zk

, n1a1 + . . . nkak .→ (n1, . . . , nk)

будет и#оморфи#мом групп.


