
Ñåìèíàð 10. Ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë

Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë, âåñåííèé ñåìåñòð 2023 ã.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü s ∈ R. ×åðåç P îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè s > 1 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî:

∞∑
p∈P

1

ps
= ln ζ(s)−

∑
p∈P

∞∑
j=2

1

jpjs
.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî

lim
s→+1

∞∑
p∈P

1

ps
= lim

s→1
ln ζ(s).

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ïðîáåëû â ñëåäóþùåì äîêàçàòåëüñòâå1 àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè∑
p∈P, p≤n

1

p
∼ ln(lnn).

Ëîãàðèôìèðóÿ òîæäåñòâî

ζ(s) =
∏
p∈P

1

1− 1
ps

,

âûâîäèì òîæäåñòâî

ln(ζ(s)) = −
∑
p∈P

ln(1− 1

ps
).

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó òîæäåñòâó àðãóìåíòû çàäà÷è 1 ïðè s = 1 è èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ

àñèìïòîòèêó äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà

n∑
k=1

1

k
∼ lnn,

ïîëó÷àåì èñêîìóþ îöåíêó.

Çàäà÷à 3 (Ñåðð, ãëàâà VI, ðàçäåë 3.4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(m) ãðóïïó (Z/mZ)∗.
(à) Ïóñòü p� ïðîñòîå ÷èñëî, íå äåëÿùååm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ord(p) ïîðÿäîê âû÷åòà

[p]m â ãðóïïå G(m), à ÷åðåç ind(p) èíäåêñ ïîäãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé [p]m, â G(m).
Äîêàæèòå òîæäåñòâî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò t:∏

χ

(1− χ(p)t) = (1− tord(p))ind(p).

Çäåñü è äàëåå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì õàðàêòåðàì ãðóïïû G(m).
(á) Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ζm(s) êàê ïðîèçâåäåíèå L-ôóíêöèé:

ζm(s) :=
∏
χ

L(s, χ).

Äîêàæèòå òîæäåñòâî:

ζm(s) =
∏
p-m

1

(1− 1
pord(p)

)ind(p)
.

1Âçÿòî èç âèäåîðîëèêà https://youtu.be/nXw__bGhjh0 íà êàíàëå Pro Math.
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(â) Ïðîâåðüòå, ÷òî ζm(s) èìååò ïðîñòîé ïîëþñ ïðè s = 1 è âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî
L(1, χ) 6= 0 äëÿ êàæäîãî íåòðèâèàëüíîãî õàðàêòåðà χ.


