
Ñåìèíàð 12. Òåîðåìà Ôåðìà.

Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë, âåñåííèé ñåìåñòð 2023 ã.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1 (n = 4). (à) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðèìèòèâíûå ïèôàãîðîâû òðîéêè (=íàòó-
ðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 + y2 = z2, òàêèå ÷òî ÍÎÄ(x, y, z) = 1) ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâêè èìåþò âèä

x = 2ab; y = a2 − b2; z = a2 + b2

äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a è b.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

x4 + y4 = z2

íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Çàäà÷à 2 (n = 3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç R = Z[ω] êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Ýéçåíøòåéíà.
(à) ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí îñòàòîê ÷èñëà a ∈ R ïðè äåëåíèè íà (1− ω)?
(á) Ïóñòü ε � åäèíèöà (=îáðàòèìûé ýëåìåíò) â êîëüöå R. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

(x, y, z) � ïðèìèòèâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x3 + y3 = εz3, (1)

òî (1− ω) äåëèò xyz.
(â) Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïóíêòà (á) äîêàæèòå, ÷òî åñëè (1 − ω) - xy è (1 − ω)|z, òî

òîãäà (1− ω)2|z.
(ã) Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïóíêòà (á) äîêàæèòå, ÷òî åñëè (1−ω) - xy è (1−ω)k||z1 ïðè

k ≥ 2, òî òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ÷òî (1−ω) - xy è (1−ω)k−1|z.
(ä) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå (1) íå èìååò ïîëíîñòüþ íåíóëåâûõ ðåøåíèé â R.

Çàäà÷à 3 (n ≥ 5). Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (a, b, c) �
ïðèìèòèâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

xp + yp = zp.

(à) Íàéäèòå äèñêðèìèíàíò ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Ôðàÿ:

y2 = x(x− ap)(x+ bp).

(á) Ïóñòü ` � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ` - abc, òî êðèâàÿ Ôðàÿ
íàä ïîëåì F` � ãëàäêàÿ.
(â) Ïóñòü ` � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ìîæåò ëè êðèâàÿ Ôðàÿ íàä ïîëåì F`

èìåòü êàñï (òî åñòü îñîáåííîñòü òîãî æå òèïà, ÷òî ó ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû)?

1Ñèìâîë || â âûðàæåíèè pk||z îçíà÷àåò, ÷òî pk � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p â

ðàçëîæåíèè ÷èñëà z íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.


