
Ñåìèíàð 13. Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå.

Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë, âåñåííèé ñåìåñòð 2023 ã.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Âî âñåõ çàäà÷àõ ýòîãî ëèñòêà â êà÷åñòâå íóëåâîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå òî÷åê íà
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé âûáèðàåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà.

Çàäà÷à 1. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E íàä Q çàäàíà óðàâíåíèåì

y2 = x3 − 2.

(à) Íàéäèòå äèñêðèìèíàíò è j-èíâàðèàíò êðèâîé E.
(á) Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p êðèâàÿ E(Fp) èìååò îñîáåííîñòü? Êàêîãî òèïà ýòà

îñîáåííîñòü?
(â) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê íà E(Fp) äëÿ p = 5 è p = 7.
(ã) Íàéäèòå ãðóïïó êðó÷åíèÿ Etors(Q) â ãðóïïå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê E(Q).

Çàäà÷à 2. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä Q çàäàíà óðàâíåíèåì

y2 + y = x3 − x2.

×åðåç P îáîçíà÷èì òî÷êó (0, 0) íà êðèâîé.
(à) Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè 2P .
(á) Íàéäèòå êîîðäèíàòû ñóììû òî÷åê P +Q, ãäå Q = (1,−1).
(â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè 2Q.
(ã) Íàéäèòå ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé òî÷êîé P .

Çàäà÷à 3. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà íàä Q óðàâíåíèåì

y2 = x3 + 1.

×åðåç P îáîçíà÷èì òî÷êó (2, 3) íà êðèâîé.
(à) Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè 2P .
(á) Íàéäèòå êîîðäèíàòû ñóììû òî÷åê P +Q, ãäå Q = (0, 1).
(â) Ïóñòü R = (−1, 0). Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè 2R.
(ã) Íàéäèòå ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé òî÷êîé P .

Çàäà÷à 4. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä Q çàäàíà óðàâíåíèåì

y2 + xy + y = x3 − x2 − 3x+ 3.

×åðåç P îáîçíà÷èì òî÷êó (1, 0) íà êðèâîé.
(à) Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè 2P .
(á) Íàéäèòå êîîðäèíàòû ñóììû òî÷åê P +Q, ãäå Q = (−1,−2).
(â) Ïóñòü R = (3,−6). Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè 2R.
(ã) Íàéäèòå ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé òî÷êîé P .

Çàäà÷à 5. Äëÿ êàæäîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E èç çàäà÷ 2�4 íàéäèòå ãðóïïó êðó-
÷åíèÿ Etors(Q).


