
Àëãåáðà III, îñåííèé ñåìåñòð 2023 ã.

Ñåìèíàð 1. Âñïîìíèòü âñ¼.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. Ìîæåò ëè âåùåñòâåííàÿ 5 × 5 ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óðàâ-
íåíèÿì

(a) (x2 + 1)m(x2 − 1)n = 0; (á) (x2 + 1)m(x2 + 2)n = 0; (â) (x5 − 1)m = 0

äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ m è n? Åñëè òàêàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, òî ÷åìó ìîæåò
áûòü ðàâåí å¼ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí?

Çàäà÷à 2. ßâëÿåòñÿ ëè ôàêòîðêîëüöî Z[x]/(x2 + x+ 1, p) ïîëåì ïðè

(a) p = 2; (á) p = 3; (â) p = 5?

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå ñèììåòðèé
(a) ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà; (á) òåòðàýäðà; (â) êóáà.

Çàäà÷à 4. (a) Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî 2×2 âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö.
Îïðåäåëèì íà V × V ôóíêöèþ (·, ·) ôîðìóëîé:

(A,B) = det(A+B)− det(A)− det(B).

ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ (·, ·) ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìîé íà V ? Åñëè ÿâëÿåòñÿ,
òî íàéäèòå ñèãíàòóðó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (A,A) íà V .
(á) Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà (·, ·) èç ïóíêòà (à) ÿâëÿåòñÿ óäâîåííîé ïîëÿðèçàöèåé

îïðåäåëèòåëÿ.
(â) Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî 3× 3 âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Mdet ïîëÿðèçàöèþ îïðåäåëèòåëÿ, òî åñòü ñìåøàííûé îïðåäåëèòåëü (ýòî
òðèëèíåéíàÿ ôîðìà). Çàôèêñèðóåì C ∈ V è îïðåäåëèì íà V áèëèíåéíóþ ôîðìó

(A,B)C = Mdet(A,B,C).

Íàéäèòå ñèãíàòóðó ôîðìû (·, ·)C íà V .
(ã)?[Íåðàâåíñòâî Àëåêñàíäðîâà�Ôåíõåëÿ íà ñìåøàííûå äèñêðèìèíàíòû.] Îáîáùè-

òå ðåçóëüòàò ïóíêòà (â) íà âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷åñêèå n× n ìàòðèöû.

Çàäà÷à 5. Ãðóïïà äåéñòâóåò ñ äâóìÿ îðáèòàìè íà ìíîæåñòâå èç ïÿòè ýëåìåíòîâ.
Ïðè ýòîì äåéñòâèå òî÷íîå (òî åñòü òîëüêî åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû äåéñòâóåò êàê
òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå). Îäíà îðáèòà ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ, à âòîðàÿ
èç òð¼õ. Íàéäèòå âñå òàêèå ãðóïïû ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå âñå êîíå÷íûå ãðóïïû (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà), â êîòîðûõ
åñòü ðîâíî 3 êëàññà ñîïðÿæ¼ííîñòè.


