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ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü êîíòðîëüíîé � 80 ìèíóò. Íà ïîëíûé áàëë äîñòàòî÷íî ðåøèòü ëþáûå 5 çà-

äà÷. Ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëþáûìè íåèíòåðàêòèâíûìè ìàòåðèàëàìè. Åñëè èñïîëüçóåòå â ðåøåíèè

òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà, òî ïðèâåäèòå òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû.

Çàäà÷à 1. Ïîñòðîéòå òðè êîìïëåêñíûõ äâóìåðíûõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû äèýäðà D4.

Îòâåò (îäèí èç âîçìîæíûõ): (1) äâóìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ρ
ñèììåòðèÿìè êâàäðàòà; (2) ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ òîæäåñòâåííûõ îäíîìåðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé (âñå ýëåìåíòû äåéñòâóþò êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð E); (3) ïðÿìàÿ ñóì-
ìà äâóõ äåòåðìèíàíòíûõ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé (g äåéñòâóåò êàê det(ρ(g))E).

Ðåøåíèå: (1) íå èçîìîðôíî íè (2), íè (3), ïîòîìó ÷òî (1) � íåïðèâîäèìî, à (2)
è (3) � ïðèâîäèìû. (2) è (3) íå èçîìîðôíû, ïîòîìó ÷òî ó íèõ ðàçíûå õàðàêòåðû
(ó (2) õàðàêòåð òîæäåñòâåííî ðàâåí 2, à ó (3) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −2, åñëè ρ(g) �
íåñîáñòâåííîå äâèæåíèå).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå: (à) Âñå âåùåñòâåííûå íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû Z/3Z îäíîìåðíû.
(á) Âñå êîìïëåêñíûå êîíå÷íîìåðíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Z/3Z

îäíîìåðíû.

Îòâåò: (à) íåâåðíî; (á) âåðíî.

Ðåøåíèå: (à) Äâóìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïîâîðîòàìè ðàâíîñòîðîí-
íåãî òðåóãîëüíèêà íåïðèâîäèìî, òàê êàê ïîâîðîò íà 2π

3
íå èìååò âåùåñòâåííûõ ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë, ñëåäîâàòåëüíî, íå èìååò îäíîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
(á) Ãðóïïà Z/3Z àáåëåâà, à íà ëåêöèè äîêàçûâàëàñü òåîðåìà, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå

êîìïëåêñíûå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àáåëåâîé ãðóïïû îäíîìåðíû.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå õàðàêòåð òàâòîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà.

Îòâåò:
e (12)(34) (12) (1234) (123)
(1) (3) (6) (6) (8)

χ4 3 −1 1 −1 0

Ðåøåíèå: Íà ñåìèíàðå îáñóæäàëîñü, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé òåòðàýäðà èçîìîðô-
íà S4 (ñèììåòðèÿ çàäà¼ò ïåðåñòàíîâêó ÷åòûð¼õ âåðøèí òåòðàýäðà), à â S4 âñåãî 5
êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè: (e), 3 ïåðåñòàíîâêè öèêëè÷åñêîãî òèïà (12)(34), 6 ïåðåñòà-
íîâîê òèïà (12), 6 òèïà (1234) è 8 òèïà (123). Ïåðåñòàíîâêè òèïà (12)(34) è òèïà (123)
ðåàëèçóþòñÿ âðàùåíèåì òåòðàýäðà íà óãîë π è 2π

3
, ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó ñëåä îïå-

ðàòîðà ðàâåí −1 â ïåðâîì ñëó÷àå è 0 � âî âòîðîì. Ïåðåñòàíîâêà òèïà (12) ðåàëèçóåò-
ñÿ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïîýòîìó ñëåä îïåðàòîðà ðàâåí 1. Çíà÷åíèå x
õàðàêòåðà χ íà (1234) ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ íåïðèâîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ
ñèììåòðèÿìè òåòðàýäðà. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (χ, χ1) = 0, ãäå χ1 �
õàðàêòåð òîæäåñòâåííîãî îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñëåäóåò, ÷òî

3− 3 + 6 + 6x = 0,



ïîýòîìó x = −1.

Çàäà÷à 4. Â íåêîòîðîé ãðóïïå G âñåãî ÷åòûðå êëàññà ñîïðÿæ¼ííîñòè, ñîñòîÿùèõ èç
1, 2, 2 è 5 ýëåìåíòîâ. Íàéäèòå íåäîñòàþùèå ñòðîêè è çàïîëíèòå ïóñòûå êëåòêè â å¼
òàáëèöå õàðàêòåðîâ:

(1) (2) (2) (5)
χ1 1 1 1 1
χ2 −c 0

×åðåç c îáîçíà÷àåòñÿ çîëîòîå ñå÷åíèå 1+
√
5

2
.

Îòâåò:

(1) (2) (2) (5)
χ1 1 1 1 1
χ2 2 c− 1 −c 0
χ3 2 −c c− 1 0
χ4 1 1 1 −1

Ðåøåíèå: Íà ëåêöèè äîêàçûâàëîñü, ÷òî êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-
íèé ðàâíî êîëè÷åñòâó êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè, ïîýòîìó ñòðîê áóäåò 4. Òàêæå äîêà-
çûâàëîñü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòåé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíà
ïîðÿäêó ãðóïïû. Åñòü åäèíñòâåíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà 10 â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

10 = 22 + 22 + 12 + 12.

Îòñþäà äîçàïîëíèì ïåðâûé ñòîëáåö òàáëèöû (ñòîëáåö ðàçìåðíîñòåé). Ïîñêîëüêó âî
âòîðîé ñòðîêå åñòü 0, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå íå ìîæåò áûòü îäíîìåðíûì
(ñëåä îáðàòèìîãî îïåðàòîðà íà îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ),
ïîýòîìó åãî ðàçìåðíîñòü 2. Òåì ñàìûì âî âòîðîé ñòðîêå îñòàëñÿ îäèí íåèçâåñòíûé
ýëåìåíò, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç x.

(1) (2) (2) (5)
χ1 1 1 1 1
χ2 2 x −c 0
χ3 2
χ4 1

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì îðòîãîíàëüíîñòè (χ2, χ1) = 0, íàõîäèì, ÷òî

2 + 2(x− c) = 0,

îòêóäà x = c− 1.
×òîáû íàéòè õàðàêòåð îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ χ4, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ó

äàííîé â çàäà÷å ãðóïïû G âñåãî äâà îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ χ1 : G → C∗ (òîæ-
äåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå) è χ4 : G → C∗, òî îáðàç χ4(G) ñîñòîèò òîëüêî èç ÷èñåë
±1 (èíà÷å ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü áîëüøå õàðàêòåðîâ, èñïîëüçóÿ àâòîìîðôèçìû
áîëüøåé ãðóïïû χ4(G)). Ýòî íàáëþäåíèå â ñî÷åòàíèè ñ ñîîòíîøåíèåì îðòîãîíàëüíî-
ñòè (χ4, χ1) = 0 ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî äîçàïîëíèòü ñòðîêó äëÿ χ4.

(1) (2) (2) (5)
χ1 1 1 1 1
χ2 2 − 1 −c 0
χ3 2
χ4 1 1 1 −1



Òåïåðü ñòðîêà äëÿ χ3 åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé
îðòîãîíàëüíîñòè (χ3, χ4) = (χ3, χ1) = (χ3, χ2) = 0.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X èç n ýëåìåíòîâ.
Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V , è çàíóìåðóåì êàêîé-
íèáóäü áàçèñ {ex}x∈X â V ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X. Îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâî÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå ρ : G→ GL(V ) ñëåäóþùèì îáðàçîì

ρ(g)ex = egx.

Ðàçëîæèòå íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
S4, äåéñòâóþùåé íà âåðøèíàõ êóáà.

Îòâåò: χρ = χ1 + χ2 + χ3 + χ4, ãäå õàðàêòåðû íóìåðóþòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé
òàáëèöå õàðàêòåðîâ ãðóïïû S4:

e (12)(34) (12) (1234) (123)
(1) (3) (6) (6) (8)

χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 −1 −1 1
χ3 3 −1 1 −1 0
χ4 3 −1 −1 1 0
χ5 2 2 0 0 −1

Ðåøåíèå: Â çàäà÷å èìåëîñü â âèäó äåéñòâèå S4 íà êóáå âðàùåíèÿìè (äðóãèå èí-
òåðïðåòàöèè ïðèâåòñòâóþòñÿ ïðè íàëè÷èè ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ). Íàéä¼ì õàðàêòåð
ïðåäñòàâëåíèÿ ρ. Ñëåä îïåðàòîðà ρ(g) ðàâåí êîëè÷åñòâó íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðè äåé-
ñòâèè âðàùåíèÿ g íà âåðøèíàõ êóáà. Åñëè îñü âðàùåíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû
êóáà (òî åñòü îñü ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ äèàãîíàëåé), òî òàêèõ òî÷åê
äâå. Åñëè íå ïðîõîäèò, òî íè îäíîé. Îòñþäà ïîëó÷àåì:

e (12)(34) (12) (1234) (123)
(1) (3) (6) (6) (8)

χρ 8 0 0 0 2

Äàëåå äåéñòâóåì òåì æå ìåòîäîì, êîòîðûé áîëåå ïîäðîáíî îïèñàí â ðåøåíèè çàäà-
÷è 6: âû÷èñëÿåì (χρ, χi) äëÿ âñåõ i, ïîëüçóÿñü âûøåïðèâåä¼ííîé òàáëèöåé õàðàêòåðîâ
ãðóïïû S4.

Çàäà÷à 6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x è y ñòåïå-
íè òðè ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàññìàòðèâàåìîå êàê êîìïëåêñíîå âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü ρ : S3 → GL2(C) � íåïðèâîäèìîå äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû S3. Îïðåäåëèì ïðåäñòàâëåíèå Sym3ρ : S3 → GL(V ) íà ïðîñòðàíñòâå V ïî
ïðàâèëó:

[Sym3ρ(g)f ](x, y) = f(ax+ by, cx+ dy), ãäå

(
a b
c d

)
:= ρ(g)−1.

Ðàçëîæèòå ïðåäñòàâëåíèå (Sym3ρ, V ) â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Îòâåò: V = U ⊕ T ⊕ A, ãäå U � íåïðèâîäèìîå äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, T �
òîæäåñòâåííîå îäíîìåðíîå, à A � çíàêîâîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ðåøåíèå:Ïóñòü V = mUU⊕mTT⊕mAA� ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ V íà íåïðè-
âîäèìûå. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ, îñòàâëåííîìó íà ëåêöèè â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ,



êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Vi â ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëå-
íèå V ðàâíà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (χVi , χV ). Ñíà÷àëà íàéä¼ì χV .
Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ äåéñòâóåò öåëî÷èñëåííûìè ìàòðèöàìè, êàê â

çàäà÷å 2 ñåìèíàðà 4:

ρ : (1 2) 7→
(
0 1
1 0

)
; (1 3 2) 7→

(
−1 1
−1 0

)
.

Òîãäà áàçèñíûå ìîíîìû x3, x2y, xy2, y3 ïåðåéäóò ïðè äåéñòâèè Sym3ρ((1 2)) â ìîíîìû
y3, y2x, yx2, x3. Ñëåä òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâåí 0. Ïîýòîìó χV ((1 2)) = 0.
Ïðè äåéñòâèè Sym3ρ((1 2 3)) ýòè æå ìîíîìû ïåðåéäóò â ìíîãî÷ëåíû −(x + y)3 =
−x3+. . ., (x+y)2x = 2x2y+. . ., −(x+y)x2 = 0·xy2+. . ., x3 = 0·y3+. . ., ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåä òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâåí −1 + 2 = 1, òî åñòü χV ((1 2 3)) = 1.
Äëÿ óäîáñòâà âûïèøåì õîðîøî èçâåñòíóþ íàì òàáëèöó õàðàêòåðîâ ãðóïïû S3 è

ïðèïèøåì ê íåé äîïîëíèòåëüíóþ ñòðîêó äëÿ χV :

e (1 2) (1 2 3)
(1) (3) (2)

χT 1 1 1
χA 1 −1 1
χU 2 0 −1
χV 4 0 1

Ïðè ïîìîùè òàáëèöû íàõîäèì, ÷òî (χT , χV ) = (χU , χV ) = (χA, χV ) = 1.


