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Ñåìèíàð 4. Âïîëíå ïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Z, êîòîðîå íå
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì.

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèì ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû S3 íà R2, çàäàâ ãîìîìîðôèçì ρ : S3 →
GL2(R) íà ýëåìåíòàðíûõ òðàíñïîçèöèÿõ:

ρ : (1 2) 7→
(
0 1
1 0

)
; (2 3) 7→

(
1 −1
0 −1

)
.

(à) Ïðîäîëæèòå îòîáðàæåíèå ρ íà îñòàëüíûå ïåðåñòàíîâêè èç S3 è óáåäèòåñü, ÷òî
ðåçóëüòàò êîððåêòíî îïðåäåë¼í. (×òî èìåííî íàäî ïðîâåðèòü, ÷òîáû â ýòîì óáåäèòü-
ñÿ?)
(á) Ïðåäúÿâèòå ÿâíî ρ(S3)-èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà R2.

Çàäà÷à 3. (à) Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì íåïðèâîäèìîì äâóìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè
ρ : S3 → GL2(C) ìîæíî âûáðàòü áàçèñ òàê, ÷òî

ρ : (1 2) 7→
(
−1 0
0 1

)
Êàêîé âèä â ýòîì áàçèñå ìîæåò èìåòü ìàòðèöà ρ(1 2 3)? (×åðåç (1 2 3) îáîçíà÷àåòñÿ
3-öèêë: 1 7→ 2 7→ 3 7→ 1.)
(á) Äîêàæèòå, ÷òî ó S3 åñòü òîëüêî îäíî íåïðèâîäèìîå äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå

ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæ¼ííîñòè.
(â) Ïóñòü ρ : S3 → GL(V ) � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ãðóïïû S3. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà ρ(1 2 3) ëåæèò â
S3-èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè íå âûøå 2.
(ã) Êëàññèôèöèðóéòå âñå íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû S3.

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì 6-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V , è çàíóìåðóåì êàêîé-
íèáóäü áàçèñ {eg}g∈S3 â V ýëåìåíòàìè ãðóïïû S3. Îïðåäåëèì ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ρ : S3 → GL(V ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(h)eg = ehg.

Ðàçëîæèòå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå íà íåïðèâîäèìûå ïîäïðåäñòàâëåíèÿ.

Çàäà÷à 5. Îïðåäåëèì ïðåäñòàâëåíèå ρn ãðóïïû SU2 (èëè SL2(C), åñëè ýòî âàì áëè-
æå) íà ïðîñòðàíñòâå Cn[x, y] îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n îò äâóõ ïåðåìåííûõ

[ρn(A)f ](x, y) = f(ax+ by, cx+ dy), ãäå

(
a b
c d

)
:= A−1.

Ðàçëîæèòå íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé
ρn ⊗ ρm. (Åñëè îáùèé ñëó÷àé âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ, ðàçáåðèòå ñëó÷àé m = n = 1.)


