
Àëãåáðà III, îñåííèé ñåìåñòð 2023 ã.

Ñåìèíàð 5. Àëãåáðû.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1 (Êîìïëåêñíûå ÷èñëà). (à) Ïóñòü (a, b) � ïàðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, Ïðî-
âåðüòå, ÷òî îïåðàòîð íà R2, çàäàííûé â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìàòðèöåé:

C(a, b) :=

(
a −b
b a

)
,

ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ (îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè,
çàäàííîé ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà R2).
(á) Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö C(a, b) èç ïóíêòà (à). Ïðîâåðüòå,

÷òî C ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â àëãåáðå âñåõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2× 2.
(â) Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì ìåæäó C è C.

Çàäà÷à 2 (Êâàòåðíèîíû). (à) Ïóñòü (a, b) � ïàðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïðîâåðüòå,
÷òî îïåðàòîð íà C2, çàäàííûé â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìàòðèöåé:

Q(a, b) :=

(
a −b̄
b ā

)
,

ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ (îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè,
çàäàííîé ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ýðìèòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà C2). Âî ñêîëüêî ðàç
Q(a, b) óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèÿ?
(á) Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö {Q(a, b) | det(Q(a, b)) = 1} ñîâïàäàåò ñî

ñïåöèàëüíîé óíèòàðíîé ãðóïïîé SU2.
(â) Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö Q(a, b) èç ïóíêòà (à). Ïðîâåðüòå,

÷òî H ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé ñ äåëåíèåì â àëãåáðå âñåõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà
2× 2.
(ã) Ïðåäúÿâèòå òàêîé áàçèñ (E, I, J,K) â àëãåáðå H, ðàññìàòðèâàåìîé êàê âåùå-

ñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

I2 = J2 = K2 = −E; IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J.

Çàäà÷à 3 (Ãðóïïû Ëè). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî Rn2
êàê ïðî-

ñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà n×n. Îïèøèòå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå E ∈ Rn2

ê ñëåäóþùèì ïîäìíîãîîáðàçèÿì è íàéäèòå èõ ðàçìåðíîñòè:
(à) GLn(R); (á) SLn(R); (â) SOn(R).

Çàäà÷à 4 (Èñêëþ÷èòåëüíûå ãîìîìîðôèçìû). Ïîñòðîéòå íåòðèâèàëüíûå ãîìîìîð-
ôèçìû
(à) SL2(C)→ SO3(C), (á) SL2(C)× SL2(C)→ SO4(C)
(â) Sp4(C)→ SO5(C), (ã) SL4(C)→ SO6(C).
(Ïîïðîáóéòå èñïîëüçîâàòü âíåøíèå è ñèììåòðè÷åñêèå ñòåïåíè, íàïðèìåð, â ïóíêòå

(à) èç äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ñ êîñîñèììåòðè÷åñêîé 2-ôîðìîé ìîæíî ïîëó÷èòü
òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî S2V ñ ñèììåòðè÷åñêîé 2-ôîðìîé.)

Çàäà÷à 5 (Ìàëîìåðíûå ñïèíîðíûå ãðóïïû). Ïðîâåðüòå, ÷òî ãîìîìîðôèçìû, ïîñòðî-
åííûå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâóëèñòíûìè
íàêðûòèÿìè.


