
Àëãåáðà III, îñåííèé ñåìåñòð 2023 ã.

Ñåìèíàð 11. Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåçQ(
√
2) ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âèäà a+b

√
2,

ãäå a è b ðàöèîíàëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî Q(
√
2) � ïîäïîëå ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ ïîëÿ R ÿâëÿþòñÿ ïîäïîëÿìè?

(à) {a+ b
3
√
2 | a, b ∈ Q}; (á) {a+ b

√
2 + c

√
3 | a, b, c ∈ Q};

(â) {a+ b
3
√
2 + c

3
√
4 | a, b, c ∈ Q}; (ã) {a+ b

√
2 + c

√
3 + d

√
6 | a, b, c, d ∈ Q}.

Çàäà÷à 3. (à) Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ïîäìíîæåñòâà ïîëÿ R, îïðåäåë¼ííûå â ïðåäûäóùåé
çàäà÷å, ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, åñëè
îïðåäåëèòü ñëîæåíèå âåêòîðîâ êàê ñëîæåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à óìíîæåíèå íà
ñêàëÿð λ ∈ Q � êàê óìíîæåíèå íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî λ.
(á) Ïîñòðîéòå áàçèñ â êàæäîì èç âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ èç ïóíêòà (à) è íàéäèòå

ðàçìåðíîñòü.

Çàäà÷à 4. Îòîæäåñòâèì ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ñ âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòüþ:
÷èñëó a + bi ñîïîñòàâèì òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (a, b). Íàðèñóéòå âñå êîìïëåêñíûå
êîðíè óðàâíåíèÿ:

(à) x4 − 1 = 0; (á) x3 + 1 = 0; (â) x3 − 2 = 0; (ã) x4 + 4 = 0; (ä) x5 − 1 = 0.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü K ⊂ F � ïîäïîëå â ïîëå F. Ââåäèòå íà F ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä K ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dimK F ðàçìåðíîñòü
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà F íàä ïîëåì K (òî åñòü ñòåïåíü [F : K] ðàñøèðåíèÿ F íàä
ïîëåì K). Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè:

(à) dimK K; (á) dimQQ(
√
2); (â) dimQ R; (ã) dimR C.

Çàäà÷à 6. ßâëÿåòñÿ ëè Z/nZ ïîëåì ïðè

(à) n = 2; (á) n = 3; (â) n = 4?

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå ïîëå ñîñòîèò èç pn ýëåìåíòîâ, ãäå p � ïðîñòîå
÷èñëî, à n � íàòóðàëüíîå.

Çàäà÷à 8. (à) Âûïèøèòå òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ïîëÿ èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ.
(á) Ìîæåò ëè ïîëå èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ áûòü ïîäïîëåì ïîëÿ èç âîñüìè ýëåìåíòîâ?

Çàäà÷à 9. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè 0 è 1. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ
è ëèíåéêè êîðíè ìíîãî÷ëåíà
(à) x2 − 5x+ 7; (á) x3 − 3; (â) x4 + 4; (ã)? x4 + x− 5?

Çàäà÷à 10. (à) Ïîäåëèòå óãîë â 19◦ íà 19 ðàâíûõ óãëîâ öèðêóëåì è ëèíåéêîé.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî óãîë 2π

3
íåëüçÿ ïîäåëèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé íà òðè ðàâíûõ

óãëà.
(â) Ïîäåëèòå óãîë â 27◦ íà òðè ðàâíûõ óãëà öèðêóëåì è ëèíåéêîé.

Çàäà÷à 11. (à) Íàéäèòå âñå òàêèå n ≤ 16, ÷òî ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî ïî-
ñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé.
(á)? Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé ïðàâèëüíûé 17-óãîëüíèê?


