
Àëãåáðà III, îñåííèé ñåìåñòð 2023 ã.

Ñåìèíàð 9. Òåíçîðíûå ñòåïåíè.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. Âûïèøèòå â êàêîì-íèáóäü áàçèñå ìàòðèöó òåíçîðíîãî è âíåøíåãî êâàä-
ðàòîâ T⊗2, Λ2T è ñèììåòðè÷åñêîãî êóáà S3T îïåðàòîðà T , åñëè èçâåñòíî, ÷òî T èìååò
ìàòðèöó:

(à)

(
0 1
1 0

)
; (á)

(
−1 1
−1 0

)
.

Çàäà÷à 2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð T : V → V äåéñòâóåò íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå
V ðàçìåðíîñòè n, è åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû λ1,. . . , λn. Âûðàçèòå ÷åðåç λ1,. . . ,
λn ñëåä
(à) d-òîé òåíçîðíîé, ñèììåòðè÷åñêîé è âíåøíåé ñòåïåíè îïåðàòîðà T .
(á) äâîéñòâåííîãî îïåðàòîðà T ∗ : V ∗ → V ∗.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ρ : GLn(C) → GLn(C) � òàâòîëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
GLn(C). Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü è õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ Λnρ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ρ : S3 → GL(V ) � äâóìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
S3.
(à) Âû÷èñëèòå õàðàêòåð òåíçîðíîé ñòåïåíè ρ⊗n.
(á) Ðàçëîæèòå ρ⊗n â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü ρ : G → GL(V ) � îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóï-

ïû G = Z/3Z, â êîòîðîì 1 äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà ω := e
2πi
3 Íàéäèòå õàðàêòåð

äâîéñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ∗, òî åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ

ρ∗ : G→ GL(V ∗), ρ∗ : g 7→ [ρ(g−1)]∗.

ßâëÿåòñÿ ëè ρ ñàìîäâîéñòâåííûì (òî åñòü èçîìîðôíû ëè ρ è ρ∗)?

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîíå÷íîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïû ñàìîäâîéñòâåííû.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü ρ : S4 → GL(V ) � òð¼õìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
S4, â êîòîðîì S4 äåéñòâóåò âðàùåíèÿìè êóáà. Èçîìîðôíû ëè ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è Λ2ρ?

Çàäà÷à 8. Ïóñòü T � ëèíåéíûé îïåðàòîð íà n-ìåðíîì êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, òàêîé ÷òî âñå åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Äîêà-
æèòå ðàâåíñòâî (

n∑
i=0

(−1)iTr(ΛiT )

)−1
=
∞∑
i=0

Tr(SiT ).


