
Àëãåáðà III, îñåííèé ñåìåñòð 2023 ã.

Ëèñòîê 1. Ëèíåéíûå ãðóïïû è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ñðîê ñäà÷è 20 äåêàáðÿ.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Ðåøåíèÿ íóæíî ñäàâàòü óñòíî. Êàæäûé ïóíêò êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â îäèí áàëë.

Çàäà÷à 1. (à) Â íåêîòîðîé êîíå÷íîé ãðóïïå ìîæíî âûáðàòü ïî ïðåäñòàâèòåëþ â
êàæäîì êëàññå ñîïðÿæ¼ííîñòè òàê, ÷òî âñå îíè áóäóò êîììóòèðîâàòü. Äîêàæèòå,
÷òî ýòà ãðóïïà êîììóòàòèâíà.
(á) Îñòàíåòñÿ ëè óòâåðæäåíèå ïóíêòà (à) âåðíûì, åñëè íå òðåáîâàòü êîíå÷íîñòè

ãðóïïû?

Çàäà÷à 2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû íàä ïîëåì êî-
íå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî îíî íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ρ : G → GL2(C) � äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî g ∈ G îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà ρ(g)
ðàâíî åäèíèöå, òî ρ ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Çàäà÷à 4 (Ðàçëîæåíèå Áðþà). Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ïîäãðóïïó âñåõ âåðõíåòðåóãîëü-
íûõ ìàòðèö â GLn(F), ãäå F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàç-
ëîæåíèå

GLn(F) =
⊔

w∈Sn

BwB,

ãäå ïåðåñòàíîâêà w îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîåé ìàòðèöåé â òàâòîëîãè÷åñêîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû.

Çàäà÷à 5 (Èñêëþ÷èòåëüíûå ãîìîìîðôèçìû). Ïîñòðîéòå íåòðèâèàëüíûå ãîìîìîð-
ôèçìû ãðóïï

(à) SL2(C)→ SO3(C); (á) SL2(C)× SL2(C)→ SO4(C);
(â) Sp4(C)→ SO5(C); (ã) SL4(C)→ SO6(C).

Çàäà÷à 6 (Ìàëîìåðíûå ñïèíîðíûå ãðóïïû). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Spin(n) óíèâåðñàëü-
íóþ íàêðûâàþùóþ ãðóïïû SOn(R), à ÷åðåç Sp(n) � ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ
ïîäãðóïïó â Sp2n(C). Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçìû ãðóïï

(à) SU2 ' Spin(3); (á) SU2 × SU2 ' Spin(4);
(â) Sp(4) ' Spin(5); (ã) SU4 ' Spin(6).

Çàäà÷à 7. (à) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ðàöèîíàëüíûå p è q ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà

x3 + px+ q

ñîäåðæèò êóáè÷åñêèé êîðåíü èç ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëíûì êó-
áîì?
(á) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ðàöèîíàëüíûå p è q ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

x4 + px2 + q

ñîäåðæèò êîðåíü 4-îé ñòåïåíè èç ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëíûì êâàä-
ðàòîì?
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Çàäà÷à 8. Ïóñòü L � ïîëå ðàçëîæåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f = x4 + a3x
3 +

a2x
2 + a1x+ a0 íàä K = Q(a0, a1, a2, a3), ãäå a0, a1, a2, a3 � ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîé íåïðèâîäèìûé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí g ∈ K[x]

(êóáè÷åñêàÿ ðåçîëüâåíòà), ÷òî ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà g ñîäåðæèòñÿ â L.
(á) Âûðàçèòå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà g ÷åðåç a0,. . . , a3.

Çàäà÷à 9. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 + px + p íåïðèâîäèì íàä Q äëÿ
âñåõ ïðîñòûõ p è ïðè p 6= 3, 5 èìååò ãðóïïó Ãàëóà S4.
(á) Íàéäèòå ãðóïïó Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà f ïðè p = 3.
(â) Íàéäèòå ãðóïïó Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà f ïðè p = 5.

Çàäà÷à 10. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fq ïîëå èç q = pn ýëåìåíòîâ.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî àâòîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà x 7→ xp ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðà-

òîðîì íà Fq, åñëè Fq ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Fp. Íàéäèòå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîáñòâåííûå ÷èñëà è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýòîãî îïå-
ðàòîðà.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî Fp ⊂ Fq ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà, è íàéäèòå åãî ãðóïïó

Ãàëóà.


