
Ñåìèíàð 1. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è ñóììû êâàäðàòîâ

Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë, âåñåííèé ñåìåñòð 2024 ã.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

×åðåç p â ýòîì ëèñòêå îáîçíà÷àåòñÿ íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 1. (à) Ïîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ðàâíî
êîëè÷åñòâó íåâû÷åòîâ.
(á) Âûïèøåì âñå íåíóëåâûå âû÷åòû ïî ìîäóëþ p ïîäðÿä òàêèì îáðàçîì: [1]p, [2]p,

. . . , [p−1]p. Çàìåíèì êàæäûé êâàäðàòè÷íûé âû÷åò íà áóêâó R, à íåâû÷åò � íà áóêâó
N . Ïîëó÷åííîå ñëîâî îáîçíà÷èì ÷åðåç Wp. Âûïèøåòå Wp äëÿ p = 17.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïîäñëîâ âèäà RR, RN , NR è NN â ñëîâå Wp

(à) äëÿ p = 17; (á) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïîäñëîâà, ñîñòîÿùèå èç ïîäðÿä èäóùèõ áóêâ.

Çàäà÷à 3. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà p âû÷åò [−1]p áóäåò êâàäðàòè÷íûì?

Çàäà÷à 4. Ðàçëîæèòå 30 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè íàä öåëûìè ãàóññîâûìè ÷èñëàìè.

Çàäà÷à 5. (à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà öåëûõ ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû
äâóõ ïîëíûõ êâàäðàòîâ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå òîæå òàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ (è äàæå äâóìÿ
ñïîñîáàìè).
(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðà-

òîâ, òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå åäèíñòâåííîñòü
ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå â êîëüöå öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë Z[i].

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî p ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà −1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p. Ïîäñêàçêà:
âîñïîëüçóéòñü ñëåäóþùèì èçîìîôèçìîì ôàêòîðêîëåö

Z[i]/(p) ' (Z/pZ)[x]/(x2 + 1).


