
Ñåìèíàð 2. Êîíå÷íûå ïîëÿ

Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë, âåñåííèé ñåìåñòð 2023 ã.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

×åðåç p â ýòîì ëèñòêå îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî, ÷åðåç k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 1. Ïðè êàêèõ n êîëüöî âû÷åòîâ Z/nZ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì?

Çàäà÷à 2. Âûïèøèòå òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ïîëÿ èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 3 (Òîæäåñòâî ëåíèâîãî øêîëüíèêà). (à) Äîêàæèòå, â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè
p äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x è y âûïîëíåíî òîæäåñòâî:

(x+ y)p = xp + yp.

(á) Âûâåäèòå èç ïóíêòà (à) ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.

Çàäà÷à 4. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôàêòîðêîëåö ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè? Â ñëó÷àå, êîãäà
ôàêòîðêîëüöî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì, íàéäèòå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â í¼ì.

(à) F2[x]/(x
2 + 1); (á) F3[x]/(x

2 + 1); (â) Z[x]/(2, x2 + x+ 1);

(ã) Z[i]/(2); (ä) Z[
√
−2]/(5); (å) Z[e 2πi

3 ]/(2).

Çàäà÷à 5. (à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîëå êîíå÷íî, òî â í¼ì pk ýëåìåíòîâ.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîäïîëå èç pk ýëåìåíòîâ ëåæèò â ïîäïîëå èç p` ýëåìåíòîâ,

òî k äåëèò `.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Çàäà÷à 7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fq ïîëå èç q = pk ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî àâòîìîð-
ôèçì Ôðîáåíèóñà x 7→ xp ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà Fq, åñëè Fq ðàññìàòðè-
âàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Fp. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîáñòâåííûå
÷èñëà è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýòîãî îïåðàòîðà.


