
Ñåìèíàðû 4-5. Ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë

Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë, âåñåííèé ñåìåñòð 2024 ã.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå öåëûõ 10-àäè÷åñêèõ ÷èñåë åñòü äåëèòåëè íóëÿ.

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòå ïåðâûå 10 öèôð (ñ÷èòàÿ ñïðàâà íàëåâî) 5-àäè÷åñêîãî ÷èñëà:
(à) (. . . 123123) + (. . . 010101); (á) (. . . 123123) · (. . . 010101); (â) 3−1; (ã)

√
−1.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå p-àäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ
(à) 2

3
â Q2; (á) −1

6
â Q7; (â) 1

10
â Q11; (ã) 1

120
â Q5.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü p ïðîñòîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì p-àäè÷åñêóþ íîðìó || · ||p íà Q
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè íåíóëåâîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x = pk
m

n
,

ãäå m, n, k � öåëûå ÷èñëà, è ïðè ýòîì m è n íå äåëÿòñÿ íà p, òî

||x||p =
1

pk
.

Òàêæå ïîëîæèì ||0||p = 0.

Çàäà÷à 4. (à) Äîêàæèòå, ÷òî p-àäè÷åñêàÿ íîðìà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðå-
óãîëüíèêà:

||x||p + ||y||p ≥ ||x+ y||p
(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà p-àäè÷åñêèõ äèñêà â Q èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå,

òî îäèí èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì. (Ïîä p-àäè÷åñêèì äèñêîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì
â x0 ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî {x ∈ Q | ||x− x0||p ≤ r}.)
(â) Ñêîëüêî öåíòðîâ ìîæåò èìåòü p-àäè÷åñêèé äèñê?

Çàäà÷à 5 (Ìå÷òà ñòóäåíòà). Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîñèòåëüíî p-àäè÷åñêîé íîðìû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷ëåíàìè

∞∑
n=0

an

ôóíäàìåíòàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ.

Çàäà÷à 6. (à) Êàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
öåëûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî p-àäè÷åñêîé íîðìû?
(á) Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì ìåæäó ïîïîëíåíèåì ïîäìíîæåñòâà Z ⊂ Q îòíîñèòåëüíî

p-àäè÷åñêîé íîðìû è êîëüöîì Zp öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
(â) Ââåäèòå íà Z2 òîïîëîãèþ (ñ ïîìîùüþ ïóíêòà (á) èëè ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ) è

ïîñòðîéòå ãîìåîìîðôèçì ìåæäó Z2 è êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì.

Çàäà÷à 7. Êàê ïî p-àäè÷åñêîé çàïèñè ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x óçíàòü, ïîëîæèòåëüíî
x èëè îòðèöàòåëüíî?

Çàäà÷à 8. Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó H2 ⊂ Q êàê ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
çíàìåíàòåëü êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè:

H2 =
{m

2k
| m, k ∈ Z, k ≥ 0

}
,

Îïèøèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Aut(H2/Z).


