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-7. Êîëüöà öåëûõ â êâàäðàòè÷íûõ ïîëÿõ

Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë, âåñåííèé ñåìåñòð 2024 ã.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. (à) Ïóñòü α � öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, à f(x) ∈ Z[x] � ìíîãî÷ëåí ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî f(α) � òîæå öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë áó-

äóò öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè. (Åñëè îáùèé ñëó÷àé âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ, íà÷íèòå
ñ öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñòåïåíè äâà.)
(â) Ïóñòü α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x3+x+1, à β � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x2+2. Íàéäèòå

â Z[x] íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ α + β.

Çàäà÷à 2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ êîëåö (à) åâêëèäîâû; (á) ôàêòîðèàëüíû?

(1) Z[e 2πi
3 ]; (2) R[x, y]; (3) Z[x]; (4) Z[

√
−2]; (5) Z[

√
5].

Çàäà÷à 3. Ïóñòü d � öåëîå ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî âñå öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ýëåìåíòû ïîëÿ Q(

√
d) îáðàçóþò êîëü-

öî (îíî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì öåëûõ êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ Q(
√
d)).

(á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè d = −1 êîëüöî öåëûõ ñîâïàäàåò ñ êîëüöîì Z[i] öåëûõ ÷èñåë
Ãàóññà, à ïðè d = −3 ñîâïàäàåò ñ êîëüöîì Z[e 2πi

3 ] öåëûõ ÷èñåë Ýéçåíøòåéíà.

(â) Íàéäèòå êîëüöî öåëûõ êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ Q(
√
d) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè d = 1, 2, 3, 7, 11 êîëüöî öåëûõ êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ
Q(
√
−d) áóäåò åâêëèäîâûì îòíîñèòåëüíî íîðìû N(a+ b

√
d) = a2 + db2.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü d ∈ Z ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öåëûõ êâàäðà-
òè÷íîãî ïîëÿ Q(

√
−d) íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì îòíîñèòåëüíî íîðìû êâàäðàò ìîäóëÿ

ïðè d > 11, è d = 5, 6, 10.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü R = Z[
√
−5].

(à) Íàéäèòå êîëüöî âû÷åòîâ R/(2).
(á) Ðàçëîæèòå èäåàë (6) ⊂ R â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ.

Çàäà÷à 7 (?). Êàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå x2 + 5y2 äëÿ öåëûõ x
è y?


