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. Ãðóïïà êëàññîâ èäåàëîâ.
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ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. Âåðíà ëè îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè äëÿ èäåàëîâ â êîëüöå Z[
√
−3]?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü R = Z[
√
−5].

(à) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èäåàë êîëüöà R ýêâèâàëåíòåí (=ïîäîáåí) íåêîòîðîìó
èäåàëó, ñîäåðæàùåìó ãëàâíûé èäåàë (2).
(á) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî êëàññîâ èäåàëîâ êîëüöà R ðàâíî 2.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü d ∈ Z ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ, à p ∈ Z � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñ-
ëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R êîëüöî öåëûõ êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ Q(

√
d). Äîêàæèòå, ÷òî

ãëàâíûé èäåàë (p) ⊂ R
(à) îñòà¼òñÿ ïðîñòûì (èëè èíåðòíûì) â R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà(

d

p

)
= −1;

(á) ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ èäåàëîâ (èëè âïîëíå ðàñ-

ïàäàåòñÿ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà(
d

p

)
= 1;

(â) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ïðîñòîãî èäåàëà (èëè âïîëíå âåòâèòñÿ), êîãäà p äåëèò d.

Çàäà÷à 4. Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå àíàëîã ïðåäûäóùåé çàäà÷è äëÿ p = 2.

Çàäà÷à 5 (Âåùåñòâåííûå êâàäðàòè÷íûå ïîëÿ). (à) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öåëûõ
ïîëÿ Q(

√
2) åâêëèäîâî.

(á) Âûÿñíèòå, êàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå x2− 2y2 äëÿ öåëûõ x
è y.


