
Ñåìèíàð 8. Öåïíûå äðîáè

Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë, âåñåííèé ñåìåñòð 2024 ã.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå öåïíóþ äðîáü ïî âåùåñòâåííîìó ÷èñëó, à âåùåñòâåííîå ÷èñëî �
ïî öåïíîé äðîáè:

(a)
55

34
; (á)

√
5; (â)

√
3; (ã) [1, 2, 2, 2, 2, ...]; (ä) [1, 3, 3, 3, 3, ...].

Çàäà÷à 2. Ïóñòü pn
qn

� ýòî n-àÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî

÷èñëà α = [a0, a1, a2, a3 . . .] (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì p1
q1

:= a0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

en âåêòîð (qn, pn) íà ïëîñêîñòè. Ïîëîæèì e0 := (0, 1) è e−1 := (1, 0).
(à) Ïðîâåðüòå, ÷òî en+1 = en−1 + anen, âåêòîðû en è en+1 îáðàçóþò áàçèñ â öåëî-

÷èñëåííîé ðåø¼òêå Z2 ⊂ R2 è ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé y = αx.
(á) ×åìó ðàâíà îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà Πn, íàòÿíóòîãî íà

âåêòîðû en è en+1?
(â) Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàëëåëîãðàìì Πn íå ñîäåðæèò öåëûõ òî÷åê, êðîìå âåðøèí.
(ã) Äîêàæèòå, ÷òî ∣∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣∣ < 1

q2n
.

Ìîæíî ëè óëó÷øèòü ýòî ïðèáëèæåíèå, òî åñòü íàéòè òàêèå íàòóðàëüíûå p è q, ÷òî
q ≤ qn è |α− p

q
| < |α− pn

qn
|?

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p è q âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî ∣∣∣∣√2− p

q

∣∣∣∣ > 1

5q2
.

Èíûìè ñëîâàìè,
√

2 íå ñëèøêîì õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ

x2 − dy2 = 1

äëÿ (à) d = 2; (á) d = 3; (â) d = 5.

Çàäà÷à 5 (Àëãîðèòì Øåíêñà äëÿ ëîãàðèôìà). Íàéäèòå ïÿòóþ ïîäõîäÿùóþ äðîáü
äëÿ log2 3 áåç òàáëèö ëîãàðèôìîâ.1

1Èñïîëüçóéòå ìóëüòèïëèêàòèâíóþ âåðñèþ àëãîðèòìà Åâêëèäà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a è
b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 1 < a < b. Ïîëîæèì a1 = a è b1 = b. Íà i-òîì øàãå àëãîðèòìà
ìû äåëàåì ñëåäóþùåå:

(1) Èùåì òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî xi, ÷òî

axi
i ≤ bi < axi+1

i .

(2) Åñëè axi
i = bi, òî àëãîðèòì çàêîí÷åí çà i øàãîâ.

(3) Åñëè axi
i < bi, òî ïåðåõîäèì ê (i+ 1)-ìó øàãó àëãîðèòìà ñ ÷èñëàìè

ai+1 =
bi
ax1
i

è bi+1 = ai.

Òîãäà öåïíàÿ äðîáü äëÿ loga b ðàâíà [x1, x2, x3, . . .].


