
Ñåìèíàð 10. Ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë

Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë, âåñåííèé ñåìåñòð 2024 ã.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1, 2, . . . , n íè ïðè êàêîì n > 1 íåëüçÿ ðàçáèòü íà
äâà ìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë îäíîãî èç íèõ ðàâíÿëîñü ïðîèçâåäåíèþ
÷èñåë äðóãîãî.

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì âñå öåëûå òî÷êè âíóòðè êâàäðàòà {0 ≤ x, y ≤ N}. Îáîçíà÷èì
÷åðåç pN âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ äëèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî îäíó èç
ýòèõ òî÷åê ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, ðàâíà åäèíèöå. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ

lim
N→∞

pN .

(Íàïîìíèì, ÷òî öåëî÷èñëåííîé äëèíîé îòðåçêà ñ öåëûìè âåðøèíàìè íàçûâàåòñÿ êî-
ëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê íà îòðåçêå, âêëþ÷àÿ êîíöû, ìèíóñ îäèí.)

Çàäà÷à 3 (Ñåðð, ãëàâà VI, ïðåäëîæåíèå 5). Ïóñòü d � öåëîå ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò
êâàäðàòîâ. Ïîëîæèì m = 4|d|.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òàêîé õàðàêòåð χd : (Z/mZ)∗ → C∗,

÷òî äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, íå äåëÿùèõ d âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

χd(p) =

(
d

p

)
.

(Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè.)
(á) Ïðîâåðüòå, ÷òî χ2

d = 1, è χd 6= 1 ïðè a 6= 1.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü K = Q(
√
d) � êâàäðàòè÷íîå ïîëå. Íàéäèòå òàêîé õàðàêòåð Äèðè-

õëå χ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü òîæäåñòâî:

ζK(s) = L(χ, s)ζ(s).

(Ïîäñêàçêà: ðàçëîæèòå îáå äçåòà-ôóíêöèè, è Ðèìàíà, è Äåäåêèíäà, â áåñêîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå. Õàðàêòåð âîçüìèòå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.)

Çàäà÷à 5 (? Ñåðð, ãëàâà VI, ðàçäåë 3.4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(m) ãðóïïó (Z/mZ)∗.
(à) Ïóñòü p� ïðîñòîå ÷èñëî, íå äåëÿùååm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ord(p) ïîðÿäîê âû÷åòà

[p]m â ãðóïïå G(m), à ÷åðåç ind(p) èíäåêñ ïîäãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé [p]m, â G(m).
Äîêàæèòå òîæäåñòâî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò t:∏

χ

(1− χ(p)t) = (1− tord(p))ind(p).

Çäåñü è äàëåå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì õàðàêòåðàì ãðóïïû G(m).
(á) Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ζm(s) êàê ïðîèçâåäåíèå L-ôóíêöèé:

ζm(s) :=
∏
χ

L(s, χ).

Äîêàæèòå òîæäåñòâî:

ζm(s) =
∏
p-m

1

(1− 1
pord(p)

)ind(p)
.

(â) Ïðîâåðüòå, ÷òî ζm(s) èìååò ïðîñòîé ïîëþñ ïðè s = 1 è âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî
L(1, χ) 6= 0 äëÿ êàæäîãî íåòðèâèàëüíîãî õàðàêòåðà χ.


