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Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë, âåñåííèé ñåìåñòð 2024 ã.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè

F : C→ C; F : z 7→ az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0

ïåðåâîäèò ïðÿìûå è îêðóæíîñòè â ïðÿìûå èëè îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 2. ×åðåç H ⊂ C îáîçíà÷èì âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü: H = {Im(z) > 0}.
Îïðåäåëèì äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè:

S : z → −1

z
; T : z → z + 1.

Çàäàäèì ïîäìíîæåñòâî D ⊂ H íåðàâåíñòâàìè |z| ≥ 1 è |Re(z)| ≤ 1
2
.

(à) Íàðèñóéòå îáðàçû îáëàñòè D ïðè äåéñòâèè ïðåîáðàçîâàíèé

1, T, TS, ST−1S, ST−1, S, ST, STS, T−1S, T−1.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî z ∈ H íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò g ∈ PSL2(Z), ÷òî
g(z) ∈ D.
(â) Íàéäèòå âñå òàêèå òî÷êè z ∈ D è âñå òàêèå íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû g ∈ PSL2(Z),

÷òî g(z) ∈ D.

Çàäà÷à 3. (à) Ïðîâåðüòå, ÷òî S è T ïîðîæäàþò ìîäóëÿðíóþ ãðóïïó.
(á) Ïðîâåðüòå, ÷òî â ìîäóëÿðíîé ãðóïïå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ S2 = e, (ST )3 =

e.
(â) Íàéäèòå òàêóþ êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé S è T , êîòîðàÿ ïåðåâîäèò ÷èñëî 5

3
â ÷èñëî 0. Îòâåò:T

2
ST

3
STS(

5
3)=0.

(ã∗) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó S è T â ìîäóëÿðíîé ãðóïïå ñëåäóåò
èç ñîîòíîøåíèé ïóíêòà (á).

Çàäà÷à 4. Â âåðøèíàõ êâàäðàòà ABCD ñòîÿò ÷åòûðå øêîëüíèêà è äåðæàò äâà êà-
íàòà: îäèí êàíàò ñîåäèíÿåò âåðøèíû A è D, âòîðîé � âåðøèíû B è C. Øêîëüíèêè
âûïîëíÿþò äâà òèïà ïåðåìåùåíèé, S è T , íå âûïóñêàÿ èç ðóê êàíàòîâ. Òèï S: êàæ-
äûé øêîëüíèê ïåðåìåùàåòñÿ â ñîñåäíþþ âåðøèíó êâàäðàòà (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå).
Òèï T : øêîëüíèêè èç âåðøèí A è B ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, ïðè ýòîì øêîëüíèê èç âåð-
øèíû B äîëæåí ïðîéòè ïîä êàíàòîì øêîëüíèêà èç âåðøèíû A.
(à) Íàðèñóéòå çàöåïëåíèå êàíàòîâ ïîñëå êîìïîçèöèè T 2ST 3. (Cëîâî ÷èòàåòñÿ ñïðà-

âà íàëåâî, òî åñòü ñíà÷àëà òðè ðàçà ïðîäåëûâàåòñÿ T , ïîòîì S è ò.ä.)
(á) Íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìåùåíèé S è T , êîòîðàÿ ïîçâîëèò øêîëüíè-

êàì ðàñïóòàòü çàöåïëåíèå èç ïóíêòà (à)1. Ïîäñêàçêà:Èñïîëüçóéòåîòâåòâ3(â)

1Õîòèòå ïîâòîðèòü ñ íàñòîÿùèìè øêîëüíèêàìè � ñìîòðèòå https://youtu.be/-kU7IoNwJ84


