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ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷à 1 (Ïîñëåäíÿÿ çàïèñü â äíåâíèêå Ãàóññà1). Ïóñòü a + bi � ïðîñòîå öåëîå
ãàóññîâî ÷èñëî, ïðè÷¼ì a− 1 + bi äåëèòñÿ íà 2 + 2i.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî p := a2 + b2 � íå÷¼òíîå ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî.
(á) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîëå âû÷åòîâ Z[i]/(a + bi).
(â) Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a íå÷¼òíî, è âûðàçèòå åãî çíàê ÷åðåç |a| è ñèìâîë Ëå-
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2
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)
ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ôîðìóëû.

Çàäà÷à 2 (Ëåìíèñêàòà Áåðíóëëè). Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè F1 è F2.
Îïðåäåëèì êðèâóþ Λ êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî òî÷åê P , òàêèõ ÷òî

PF1 · PF2 = c2,

ãäå c � ýòî ïîëîâèíà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó F1 è F2.
(à) Ïðåäúÿâèòå òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (â îðòîíîðìàëüíîì áàçèñå), ÷òî Λ çàäà-

¼òñÿ óðàâíåíèåì
(x2 + y2)2 = 2c2(x2 − y2).

(á) Ïóñòü 2c2 = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî äëèíà äóãè ëåìíèñêàòû îò íà÷àëà êîîðäèíàò O
äî òî÷êè íà ðàññòîÿíèè r îò O çàäà¼òñÿ ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì∫ r
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äëÿ íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R îò äâóõ ïåðåìåííûõ è ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíè
íå âûøå 4 îò îäíîé ïåðåìåííîé.
(â) Ïðîâåðüòå, ÷òî ïëîñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì u2 = f(t) èìååò ðîä îäèí.

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâûå E1 : u2 = 1− t4 è E2 : y2 = x3 + x áèðàöèîíàëüíî
ýêâèâàëåíòíû íàä C.

Çàäà÷à 4. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E íàä Q çàäàíà óðàâíåíèåì

y2 = x3 − 2.

Â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà O ∈ E âûáðàíà òî÷êà íà áåñêîíå÷íîñòè.
(à) Íàéäèòå äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà x3 − 2.
(á) Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p êðèâàÿ E(Fp) èìååò îñîáåííîñòü? Êàêîãî òèïà ýòà

îñîáåííîñòü (ñàìîïåðåñå÷åíèå èëè êàñï)?
(â) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê íà E(Fp) äëÿ p = 5 è p = 7.
(ã) Íàéäèòå ãðóïïó êðó÷åíèÿ Etors(Q) â ãðóïïå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê E(Q).

1Observatio per inductionem facta gravissima theoriam residuorum biquadraticorum cum functionibus

lemniscaticis elegantissime nectens. Puta, si a + bi est numerus primus, a − 1 + bi per 2 + 2i divisibilis,
multitudo omnium solutionum congruentiae 1 = xx + yy + xxyy (mod a + bi) inclusis x = ∞, y = ±i,
x = ±i, y =∞ �t = (a− 1)2 + bb.


