
ÆÎÐÄÀÍÎÂÀ ÍÎÐÌÀËÜÍÀß ÔÎÐÌÀ

ÇÀÏÈÑÊÈ Ê ÊÓÐÑÓ ÀËÃÅÁÐÀ È ÃÅÎÌÅÒÐÈß

Âàëåíòèíà Êèðè÷åíêî

1. Ïðîñòðàíñòâî ñ îïåðàòîðîì

I have not thought it necessary to undertake the

labor of a formal proof of the theorem in the

general case of a matrix of any degreea

aß íå ñ÷¼ë íåîáõîäèìûì áðàòü íà ñåáÿ òðóä ñòðî-
ãîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà

Àðòóð Êýëè (î òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�Êýëè)

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, à T : V → V � ëèíåéíûé
îïåðàòîð. Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü òàêîé áàçèñ â V , â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà T
èìååò ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé âèä. Ýòî ïîëåçíî äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü V = C2, à ìàòðèöà îïåðàòîðà T â ñòàíäàðòíîì áàçèñå (e1, e2)
èìååò âèä:

A =

(
0 1
1 1

)
.

Åñëè íàéòè áàçèñ (f1, f2), â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà T äèàãîíàëüíà, òî åñòü èìååò
âèä:

B =

(
λ1 0
0 λ2

)
äëÿ íåêîòîðûõ λ1, λ2 ∈ C, òî ëåãêî ïîëó÷èòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.
Â ñàìîì äåëå, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a1, a2, a3,. . . óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

an+2 = an + an+1

äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n, òî(
0 1
1 1

)(
an
an+1

)
=

(
an+1

an+2

)
, îòêóäà An

(
a1
a2

)
=

(
an+1

an+2

)
.

Îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü, ÷òî A = PBP−1, ãäå P � ýòî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà
(e1, e2) ê áàçèñó (f1, f2) (òî åñòü P óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó òîæäåñòâó (e1, e2)P =
(f1, f2)). Ïîñêîëüêó äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó âîçâîäèòü â ñòåïåíü ëåãêî è ïðèÿòíî, ìû
íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

An = (PBP−1)(PBP−1) . . . (PBP−1)︸ ︷︷ ︸
n

= PBnP−1 = P

(
λn1 0
0 λn2

)
P−1.

Óïðàæíåíèå 1. Â �øêîëüíîì� âûâîäå ôîðìóëû äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è [V] èñïîëü-
çóåòñÿ òàêîé æå àëãîðèòì, íî áåç óïîìèíàíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ
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(ïîýòîìó ðåøåíèå ïðîèçâîäèò âïå÷àòëåíèå ÷¼ðíîé ìàãèè). Ïåðåâåäèòå ðàññóæäåíèÿ
èç [V, ï. 16] íà ÿçûê ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ê ñîæàëåíèþ, íå êàæäûé îïåðàòîð ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü, òî åñòü íàéòè áàçèñ, â
êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà. Ïðîñòîé ïðèìåð íåäèàãîíàëèçóåìîãî îïå-
ðàòîðà ìîæíî ïðèâåñòè óæå â ðàçìåðíîñòè äâà.

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü V = C2, à ìàòðèöà îïåðàòîðà T â ñòàíäàðòíîì áàçèñå (e1, e2)
èìååò âèä: (

0 1
0 0

)
.

Ïîêàæèòå, ÷òî íè â êàêîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà T íå áóäåò äèàãîíàëüíîé.

Â êà÷åñòâå ïàëëèàòèâà ïðèäóìàëè æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó (ÆÍÔ). Ýòî íå
åäèíñòâåííûé ñïîñîá áîðüáû ñ íåäèàãîíàëèçóåìûìè îïåðàòîðàìè � åñòü è äðóãèå,
íàïðèìåð, ôðîáåíèóñîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà. Îäíàêî â ïðèëîæåíèÿõ ê äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïîïóëÿðíà èìåííî ÆÍÔ, ïîýòîìó ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà
íåé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V , à ÷åðåç I : V → V � òîæäåñòâåí-

íûé îïåðàòîð.

Îïðåäåëåíèå 1. (1) Ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì V λ îïåðàòîðà T ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì λ íàçûâàåòñÿ ÿäðî îïåðàòîðà (T − λI):

V (λ) := Ker(T − λI).

Íåíóëåâûå âåêòîðû èç ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè.

(2) Êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì V (λ) îïåðàòîðà T ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ
íàçûâàåòñÿ ÿäðî îïåðàòîðà (T − λI)n:

V (λ) := Ker(T − λI)n.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî V (λ) ñîäåðæèò
ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî V λ. Êàæåòñÿ íåñêîëüêî ïðîèçâîëüíûì âûáîð ñòåïåíè
(T − λI)n â îïðåäåëåíèè êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî íåñëîæíî ïðîâåðèòü
(ïðîâåðüòå!), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ

Ker(T − λI) ⊂ Ker(T − λI)2 ⊂ . . . ⊂ Ker(T − λI)n ⊂ Ker(T − λI)n+1 ⊂ . . .

ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè íåêîòîðîì k ≤ n, â ÷àñòíîñòè, çàâåäîìî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
Ker(T − λI)n = Ker(T − λI)n+1 = . . ..

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð äèàãîíàëèçóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èç åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìîæíî âûáðàòü áàçèñ.

Òåîðåìà 1. Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà

(1) Ïðîñòðàíñòâî V ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

V =
⊕

V (λ),

ïðè÷¼ì êàæäîå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïå-

ðàòîðà T .
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(2) Êàæäîå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî V (λ) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó T -
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

V (λ) =

kλ⊕
i=1

V
(λ)
i

òàê, ÷òî â êàæäîì V
(λ)
i ìîæíî âûáðàòü áàçèñ âèäà fλi , (T − λI)fλi , (T −

λI)2fλi , . . . , (T − λI)d
λ
i −1fλi , ãäå d

λ
i = dimV

(λ)
i .

Óïðàæíåíèå 4. Âûâåäèòå èç òåîðåìû 1, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà T â íåêîòîðîì
áàçèñå èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, â êîòîðîì áëîêè � ýòî æîðäàíîâû êëåòêè
(îïðåäåëåíèå æîðäàíîâûõ êëåòîê ñì., íàïðèìåð, â [P, ï. 2.10]).

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû äîêàæåì òåîðåìó 1. Êàê íè ñòðàííî, ñóùåñòâåííóþ
ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå áóäåò èãðàòü êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ C[t]. Â ÷àñòíîñòè, ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì è àëãîðèòì Åâêëèäà. Ìû âî ìíîãîì
ñëåäóåì çàìå÷àòåëüíîé ñòàòüå [A], â êîòîðîé àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
ïðÿìî íå óïîìèíàåòñÿ, íî íåÿâíî èñïîëüçóåòñÿ.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå òåîðåìó 1 ïðè n = 2, â ÷àñòíîñòè, ðàçáåðèòåñü, ñêîëüêî
íåíóëåâûõ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìîæåò áûòü ó îïåðàòîðà íà C2, è êàêèå ó íèõ
ìîãóò áûòü ðàçìåðíîñòè.

2. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà

Immer mit den einfachsten Beispielen

anfangena

aÂñåãäà íà÷èíàéòå ñ ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ
Äàâèä Ãèëüáåðò

Ïðî îïåðàòîð T : V → V ìîæíî äóìàòü êàê ïðî ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå T n çàäà¼ò ïåðåõîä îò íóëåâîãî ìîìåíòà âðåìåíè
ê ìîìåíòó âðåìåíè n. Òðàåêòîðèÿ êàæäîãî âåêòîðà v ∈ V ïðè òàêîì ôèçè÷åñêîì
ïðîöåññå ñîñòîèò èç âåêòîðîâ v, Tv, T 2v,. . . . Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû {T kv | k ∈ N}
ïîðîæäàþò T -èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V , êîòîðîå ìîæåò ñîâïàñòü ñ V ,
à ìîæåò è íå ñîâïàñòü. Â ëþáîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî,
ìåæäó âåêòîðàìè {T kv | k ∈ N} íàéä¼òñÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü:

a0v + a1Tv + . . .+ anT
nv = 0 èëè (a0 + a1T + . . .+ anT

n)v = 0.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(t) = a0 + a1t+ . . .+ ant
n.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð f(T ) àííóëèðóåò ïîäïðîñòðàíñòâî U , òî
åñòü f(T )u = 0 äëÿ âñåõ u ∈ U .

Èç ýòîãî óïðàæíåíèÿ íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
g ∈ C[t], ÷òî g(T ) � íóëåâîé îïåðàòîð, òî åñòü g àííóëèðóåò T . Â ñàìîì äåëå, ìû
ìîæåì âûáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî âåêòîðîâ v1,. . . , v` òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ òðàåê-
òîðèè {T kvi | k ∈ N, i = 1, . . . , `} ïîðîæäàëè V . Äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè íàéä¼ì ñâîé
ìíîãî÷ëåí fi, êàê â óïðàæíåíèè 6. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ
f1(T ) · · · f`(T ) áóäåò àííóëèðîâàòü âñå âåêòîðû â V , ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü g = f1 · · · f`.
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Îïðåäåëåíèå 2. Óíèòàðíûé (=ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1) ìíîãî÷ëåí m(t) ∈
C[t] íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà T , åñëè m àííóëèðóåò T è ïðè
ýòîì èìååò ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ñòåïåíü ñðåäè âñåõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ,
àííóëèðóþùèõ T .

Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåé-
íûå ìíîæèòåëè:

m(t) = (t− λ1)m1 · · · (t− λs)ms ,
ãäå λ1,. . . , λs ∈ C � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè, à m1,. . . , ms ∈ N � èõ êðàòíîñòè. Â
äàëüíåéøåì ìû áóäåì ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàòü ýòî ðàçëîæåíèå.

Óïðàæíåíèå 7. Ïîêàæèòå, ÷òî ó îïåðàòîðà T åñòü íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ � êîðåíü ìèíè-
ìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Áóäåì äîêàçûâàòü ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû 1 èíäóêöèåé ïî s, òî åñòü ïî ÷èñëó ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ êîðíåé ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïðè s = 1 (áàçà èíäóêöèè) íàì
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî V = V (λ1). Ýòî âåðíî, ïîñêîëüêó (T − λ1)m1 � íóëåâîé îïåðà-
òîð, òî åñòü Ker(T −λI)m1 = V . Òåïåðü äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïðåäñòàâèì
m(t) êàê ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ f(t) = (t− λ1)m1 è g(t) = (t− λ2)m2 · · · (t− λs)ms .
Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíû f è g âçàèìíî ïðîñòû â C[t], äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ:

Êëþ÷åâàÿ ëåììà 1. Ïóñòü f è g � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû â C[t]. Òîãäà
ïðîñòðàíñòâî V ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ÿäåð îïåðàòîðîâ f(T ) è g(T ):

V = Ker(f(T ))⊕Ker(g(T )).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà íàéäóòñÿ òàêèå ìíîãî÷ëåíû p, q, ÷òî

p(t)f(t) + q(t)g(t) = 1, îòêóäà p(T )f(T ) + q(T )g(T ) = I.

Ïðèìåíèâ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ê âåêòîðó, ïîëó÷àåì ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà v ∈ V
åñòü ðàçëîæåíèå:

v = p(T )f(T )v + q(T )g(T )v. (1)

Âûâåäåì èç òîæäåñòâà (1), ÷òî Ker(f(T )) ∩ Ker(g(T )) = {0}. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
v ∈ Ker(f(T )) ∩Ker(g(T )), òî f(T )v = 0 è g(T )v = 0, ïîýòîìó:

v = p(T )f(T )v + q(T )g(T )v = p(T )0 + q(T )0 = 0.

Óïðàæíåíèå 8. Ïðîâåðüòå, ÷òî f(T )u ∈ Ker(g(T )) è g(T )u ∈ Ker(f(T )) äëÿ êàæäî-
ãî âåêòîðà u ∈ V .

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî Ker(f(T )) + Ker(g(T )) = V . Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ òîæäå-
ñòâîì (1) â íåñêîëüêî èçìåí¼ííîé ôîðìå:

v = f(T )p(T )v + g(T )q(T )v.

Ïî ïðåäûäóùåìó óïðàæíåíèþ f(T )p(T )v ∈ Ker(g(T )) è g(T )q(T )v ∈ Ker(f(T )).
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé âåêòîð v ∈ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû âåêòîðîâ èç
Ker(f(T )) è Ker(g(T )). �

Äëÿ çàâåðøåíèÿ èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî Ker(f(T )) =
V (λ1) ïðè f(t) = (t − λ1)

m
1 (ïðîâåðüòå!), à ê Ker(g(T )) ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå

èíäóêöèè (ïðèìåíèòå!).
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3. Ïðîñòðàíñòâî ñ íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì

I presume that to the uninitiated the formulae

will appear cold and cheerless; but let it be

remembered that, like other mathematical

formulae, they �nd their origin in the divine

source of all geometrya

aß ïîëàãàþ, ÷òî äëÿ íåèñêóø¼ííûõ ýòè ôîðìóëû
êàæóòñÿ õîëîäíûìè è áåçæèçíåííûìè, íî íóæíî
ïîìíèòü, ÷òî êàê è äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ôîð-
ìóëû, îíè áåðóò ñâî¼ íà÷àëî â áîæåñòâåííîì èñ-
òî÷íèêå âñåé ãåîìåòðèè

Áåíäæàìèí Ïèðñ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû äîêàçàëè ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû 1. ×òîáû äîêàçàòü
å¼ âòîðóþ ÷àñòü, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà N , äåé-
ñòâóþùåãî íà ïîäïðîñòðàíñòâå U ⊂ V . Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð íèëüïîòåíòåí, åñëè
åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä tm. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè V (λ) � êîðíåâîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà T ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ, òî îïåðàòîð N = T − λI|V (λ)

íà ïîäïðîñòðàíñòâå U = V (λ) ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì.
Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû 1 ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ó N åñòü æîðäàíîâ èëè öèêëè-

÷åñêèé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç òðàåêòîðèé íåêîòîðûõ âåêòîðîâ f1,. . . , fk ïðè äåéñòâèè
îïåðàòîðà N :

{f1, Nf1, N2f1, . . . , N
d1−1f1; . . . ; fk, Nfk, N

2fk, . . . , N
dk−1fk}.

Ïðè ýòîì Ndifi = 0 äëÿ âñåõ i = 1,. . . , k. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì óïîðÿäî÷èâàòü æîð-
äàíîâ áàçèñ òàê, ÷òîáû d1 ≥ . . . ≥ dk. Ãðàôè÷åñêè ìîæíî èçîáðàçèòü òàêîé áàçèñ â
âèäå äèàãðàììû Þíãà:

0 ← ◦ ← ◦ ← ◦ ← ◦ ← ◦
0 ← ◦ ← ◦ ← ◦ ← ◦
0 ← ◦ ← ◦ ← ◦ ← ◦
0 ← ◦ ← ◦

Ïðèìåð 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ {v,Nv, . . . , Nm−1v} âåêòîðà v ∈ U ïîðîæ-
äàåò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî V . Â ýòîì ñëó÷àå äèàãðàììà Þíãà æîðäàíîâà áàçèñà ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé ñòðîêè äëèíû m = dimV .

Çàìåòèì, ÷òî äëèíû ñòðîê {d1, . . . , dk} äèàãðàììû Þíãà æîðäàíîâà áàçèñà îäíî-
çíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî äëèíàì ñòîëáöîâ. Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò,
÷òî äëèíû ñòîëáöîâ � èíâàðèàíòû îïåðàòîðà N (òî åñòü íå çàâèñÿò îò âûáîðà æîð-
äàíîâà áàçèñà).

Óïðàæíåíèå 9. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà i-òîãî ñòîëáöà â äèàãðàììå Þíãà æîðäàíîâà
áàçèñà îïåðàòîðà N ðàâíà:

dimKer(N i)− dimKer(N i−1).

Ïðåäúÿâèì àëãîðèòì ïîèñêà æîðäàíîâà áàçèñà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè èçëîæèì åãî â
òåðìèíàõ äèàãðàììû Þíãà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç li äëèíó i-òîãî ñòîëáöà äèàãðàììû, òî
åñòü li := dimKer(N i)− dimKer(N i−1). Ïåðâûé øàã � ýòî ïîñòðîåíèå áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ f1, . . . , flm . Îíè áóäóò ñòîÿòü â ïîñëåäíåì ñòîëáöå äèàãðàììû, à èõ òðàåêòîðèè
(äëèíû d1) áóäóò ñàìûìè äëèííûìè. Âûáåðåì f1, . . . , flm ∈ U òàê, ÷òîáû Ker(Nm−1)
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è f1,. . . , flm ïîðîæäàëè U . Ýòî âñåãäà âîçìîæíî, ïîñêîëüêó dimU −Ker(Nm−1) = lm.
Åñëè m = 1, òî íà ýòîì ïîñòðîåíèå áàçèñà çàêàí÷èâàåòñÿ. Åñëè m > 1, òî äîáàâèì ê
óæå âûáðàííûì áàçèñíûì âåêòîðàì f1, . . . , flm èõ îáðàçû Nf1, . . . , Nflm (ïîñëåäíèå
÷àñòè÷íî çàïîëíÿò ïðåäïîñëåäíèé ñòîëáåö äèàãðàììû Þíãà).

Óïðàæíåíèå 10. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû f1,. . . , flm , Nf1,. . . , Nflm ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû.

Òåïåðü ïîâòîðÿåì øàã àëãîðèòìà äëÿ ñòîëáöà ñ íîìåðîì m−1, à èìåííî âûáèðàåì
âåêòîðû flm+1,. . . , flm+lm−1 , òàê ÷òîáû Ker(Nm−2), Nf1, . . . , Nflm è flm+1,. . . , flm+lm−1

ïîðîæäàëè Ker(Nm−1). Åñëè m = 2, òî íà ýòîì ïîñòðîåíèå áàçèñà çàêàí÷èâàåòñÿ.
Åñëè m > 2, òî ìû, êàê è íà ïåðâîì øàãå, äîáàâëÿåì ê óæå âûáðàííûì âåêòîðàì
èõ îáðàçû ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà N è ïðîäîëæàåì ïðèìåíÿòü àëãîðèòì, ïîêà íå
äîéä¼ì äî ïåðâîãî ñòîëáöà äèàãðàììû Þíãà.

4. Çàêëþ÷åíèå

I found though that the former proof was too

concrete and the latter proof too abstract, and

so I never really got a good intuition on how the

theorem really worked a

aß ñ÷èòàë ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ñëèøêîì êîí-
êðåòíûì, à âòîðîå � ñëèøêîì àáñòðàêòíûì, ïî-
ýòîìó òàê è íå ïîíÿë íà èíòóèòèâíîì óðîâíå, êàê
ýòà òåîðåìà íà ñàìîì äåëå ðàáîòàåò

Òåðåíñ Òàî î ÆÍÔ

Îò÷àñòè ýòè çàïèñêè ìîòèâèðîâàíû èçâåñòíûì ïèñüìîì ñòóäåíòîâ ìàòôàêà, â êî-
òîðîì âûñêàçûâàëîñü ìíåíèå, ÷òî òåîðåìó î ÆÍÔ íóæíî âûâîäèòü èç òåîðåìû î
ñòðîåíèè êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ ìîäóëåé íàä êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ïîñêîëü-
êó áîëüøèíñòâî ñòóäåíòîâ, èçó÷àþùèõ ëèíåéíóþ àëãåáðó, âñ¼ æå ñíà÷àëà èçó÷àþò
òåîðåìó î ÆÍÔ, à íå ìîäóëè íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ, ÿ ðåøèëà èçëîæèòü ïðîìå-
æóòî÷íîå äîêàçàòåëüñòâî � äîñòàòî÷íî êîöåïòóàëüíîå ñ îäíîé ñòîðîíû (òî åñòü íå
ñîâñåì �ðóêàìè äëÿ èíæåíåðîâ�), è äîñòàòî÷íî ïðîñòîå ñ äðóãîé ñòîðîíû (òî åñòü íå
èñïîëüçóþùåå �óìíûõ ñëîâ� ïîìèìî òåõ, ÷òî èçó÷àþò â ñòàíäàðòíûõ êóðñàõ ëèíåé-
íîé àëãåáðû). Óæå äîïèñàâ ýòè çàïèñêè, ÿ îáíàðóæèëà, ÷òî ïîõîæåå äîêàçàòåëüñòâî
ïðèâîäèòñÿ â áëîãå Òåðåíñà Òàî [T] ïðè÷¼ì ñ àáñîëþòíî òàêîé æå ìîòèâàöèåé. Äî-
êàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû î ÆÍÔ â ðàçäåëå 2 ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íî äî-
êàçàòåëüñòâó â [T], à äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè â ðàçäåëå 3 îòëè÷àåòñÿ (îíî áîëåå
êîíêðåòíî è ìåíåå êîíöåïòóàëüíî, ÷åì â [T]). Ïîýòîìó ÿ íàäåþñü, ÷òî ýòè çàïèñêè
îòðàæàåò íå òîëüêî ìîè ëè÷íûå âêóñû è ìîãóò ïðèãîäèòüñÿ òåì ðóññêîÿçû÷íûì ñòó-
äåíòàì, êòî ïîêà åù¼ íå îòâàæèâàåòñÿ ÷èòàòü àíãëîÿçû÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå òåêñòû.
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